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SINTESIS

Los Sistemas de Informacién Geoespacial constituyen una importante herramienta para el apoyo
a la toma de decisiones. Entre sus diversas aplicaciones se puede mencionar la busqueda de
caminos Optimos. Uno de los modelos més utilizados para realizar busqueda de caminos dptimos
es el modelo de grafo.

Se han definido varios algoritmos de reduccién de grafos con el objetivo de disminuir el tiempo
de respuesta a los usuarios, pero en todos los casos se pueden utilizar en dmbitos muy especificos
debido a que dichos algoritmos no garantizan que no haya pérdida de informacion.

La presente tesis tiene como objetivo principal desarrollar un modelo para la representacion
y andlisis de redes basado en grafos, que permita reducir el nimero de nodos sin perder
informacién y que garantice escalabilidad y eficiencia en la bisqueda de caminos Optimos
cuando las redes son grandes. Los principales aportes de esta investigaciéon son: un modelo
que contribuye a la realizacion eficiente de busquedas de caminos dptimos en grafos grandes,
el disefio de un algoritmo que reduce un grafo sin pérdida de informacién y que permite
obtener el grafo original a partir del reducido, una modificacién del algoritmo de Dijkstra
para la busqueda de caminos 6ptimos en grafos reducidos con el algoritmo propuesto en este
trabajo, una biblioteca de clases que implementa el modelo propuesto, un plugin para el sistema
Quantum GIS, que realiza biisqueda de caminos 6ptimos haciendo uso de la biblioteca de clases
implementada y la aplicacion del algoritmo de reduccién a un entorno diferente a los Sistemas de
Informacién Geoespacial, especificamente al Método de los Grafos Dicromaticos. Este método

ha sido utilizado en el Disefio Racional en Ingenieria Mecanica.
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INTRODUCCION

El uso de los Sistemas de Informacion Geoespacial (SIG) ha aumentado considerablemente
desde la década de los ochenta. Como consecuencia, estos sistemas han pasado del total
desconocimiento a la préctica cotidiana en el mundo de los negocios [1, 2, 3], en las
universidades [4, 5, 6] y en los organismos gubernamentales [7, 8, 9, 10, 11], usdndose
para resolver problemas diversos. Ademds, en los dultimos afios se ha producido un
incremento de las conferencias organizadas por las principales asociaciones internacionales
relacionadas con la Informética (Instituto de Ingenieros Eléctricos y Electrénicos (IEEE) y

Association for Computing Machinery (ACM)) sobre la tematica de los SIG [12]. En Cuba se

desarrollan varios eventos relacionados con dicha temadtica, entre los principales se encuentra el
Congreso Internacional de Geomatica. Ademas, en el afio 2009 se celebr6 el primer GIS Day
[13], este evento se ha convertido en un foro mundial sobre la tematica SIG.

Desde el punto de vista practico un SIG es un sistema informdtico capaz de gestionar
datos georreferenciados. Por georreferenciados se entiende que estos datos tienen asociadas
coordenadas geogréficas (longitud, latitud). Los SIG también deben facilitar la relacion de
datos de diversa procedencia (densidad de poblacién, informacién financiera, etc.) con datos
geograficos.

La mayor utilidad de un SIG estd estrechamente relacionada con la capacidad que posee de
construir modelos o representaciones del mundo real. Este tipo de sistema tiene gran relevancia
ya que permite formar elementos de juicio para el proceso de toma de decisiones, contribuye al
ahorro de energia y tiene una elevado impacto social.

Un SIG esta formado por cuatro componentes: hardware, software, datos y recursos humanos
[14]. Como parte de los datos tienen vital importancia los mapas. De forma intuitiva se puede

decir que un mapa es un modelo que representa el mundo real y se almacena utilizando varios
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formatos, por ejemplo: Shape [15], TAB [16], entre otros.

Por otra parte, existen proyectos que utilizan el modelo de datos relacional extendido con
soporte para tipos de datos espaciales (punto, linea, poligono, etc.) para almacenar mapas. Estos
proyectos representan los valores geométricos haciendo uso del estdndar Well-known binary

(WKB) [17], tal es el caso del proyecto OpenStreetMap [18].

Varios SIG cuentan con funcionalidades de anélisis de redes, tales como: ;cudl es el camino
mas corto entre los lugares = e y?, ;cudl es el camino 6ptimo entre los lugares = e y seglin un
determinado criterio?, ;cémo llegar del lugar = al y pasando por los lugares xi, o, ..., x,7,
entre otras.

Para responder este tipo de preguntas existen varios modelos de representacion de redes en un
SIG. Entre ellos los mds relevantes son: el modelo relacional extendido y sistemas de archivos
propios de determinadas herramientas informaticas. Por otra parte, cuando se habla de andlisis
de redes en SIG, no se pueden dejar de mencionar los grandes proveedores de servicios como
Google, Microsoft, etc.; a pesar de que los mismos no publican los detalles de los mecanismos
de almacenamiento y anélisis que utilizan para brindar este tipo de funcionalidad.

El sistema mas utilizado entre los que se distribuyen bajo licencias de software libre para
realizar busqueda de caminos optimos en SIG es pgRouting [19]. Este software, realiza analisis
de rutas en un mapa almacenado en una base de datos relacional extendida. Ademads, es una
extension del Sistema Gestor de Bases de Datos (SGBD) objeto-relacional PostgreSQL [20], lo
que permite utilizar las potencialidades que este brinda, entre las cuales destaca el sistema de

almacenamiento y el de consultas. Sin embargo, presenta las siguientes deficiencias:

= Utiliza un modelo de grafo demasiado simple y poco escalable [21].

= Es recomendado su uso cuando las redes modeladas en una cartografia son de tamaiio
pequeio o mediano [21].

= Presenta problemas en la biisqueda de caminos cuando el origen o el destino no coinciden

con una interseccién de calles [22].

Estas deficiencias se deben a que la representacion interna de las distintas redes presentes en un

mapa, haciendo uso del modelo relacional extendido, es ineficiente [23].
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Entre los sistemas que no utilizan un SGBD relacional extendido para realizar andlisis de redes,
estd el lider ArcGIS [24]. Esta herramienta brinda la posibilidad de definir una jerarquia de
calles, de forma tal que la bisqueda de caminos 6ptimos se realiza priorizando las calles de
mayor nivel en la jerarquia cuando la red de viales es grande. La jerarquia se utiliza para
disminuir el tiempo de respuesta al usuario, lo cual introduce un error en el camino obtenido
segun la descripcion en la ayuda del propio sistema; aunque brinda la posibilidad de realizar el
andlisis obviando la jerarquia mencionada, lo que implica un menor rendimiento.

La interpretacion del concepto “grande” que se hace en este trabajo es relativa y no se basa en un
ndmero particular de elementos presentes en una red; este concepto puede depender de factores
como caracteristicas del hardware disponible, capacidad para la interpretacion de caracteristicas
presentes en una red, etc.

En el dambito internacional se han realizado varios trabajos para disminuir el tiempo de
respuesta en la busqueda de caminos 6ptimos en redes grandes. La tendencia que se aprecia
es el uso de algoritmos heuristicos. Algunos de los algoritmos disefiados en este sentido son:

Reach-Based Pruning [25], Landmark-A* [26], Edge flags [27, 28], Geometric containers [29],

Precomputed Cluster Distances (PCD) [30]. Otros hacen uso de la jerarquia presente en las redes

de viales, definiendo prioridades segun varios tipos de calles [31, 32, 33, 34, 35, 36].

Los algoritmos heuristicos son importantes en la solucién de problemas de alto costo
computacional. Sin embargo, introducen un error y por tanto no garantizan la obtencién del
camino Optimo en todos los casos.

En el dmbito nacional se han desarrollado varios SIG. Estos desarrollos han estado centrados en
dos dreas de aplicacion principales: aplicaciones en la salud, entre las que se pueden mencionar
aplicaciones en la epidemiologia [37, 38], en salud y medio ambiente [39], en la gestion de
estadisticas en la salud [40], entre otras; y aplicaciones en la proteccion del medio ambiente, por
ejemplo: conservacion de dreas protegidas [41], estudios de impacto ambiental [42], etcétera.
También se desarroll6 la plataforma LiberGIS [43] actualmente conocida como GeneSIG [44],
considerada como un SIG de propdsito general. Con esta plataforma se han implementado varios
sistemas, un ejemplo de ello es el SIG para la gestién de objetivos petroleros [45]. Sin embargo,

esta plataforma atin no cuenta con funcionalidades para el andlisis de redes.
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Por otra parte, el grupo empresarial Geocuba desarroll6 un sistema para realizar bisquedas de
caminos 6ptimos [46]. Dicho sistema utiliza algoritmos para el anélisis que estdn basados en el
algoritmo de Dijkstra, el cual no es conveniente utilizar en redes grandes.

Otros resultados en los ultimos afios estan vinculados al desarrollo de la Infraestructura de Datos
Espaciales de la Republica de Cuba (IDERC) [47], la cual brinda varios servicios pero no cuenta
con servicios de andlisis de redes.

A pesar de los diversos sistemas existentes, no se evidencia en las investigaciones de los autores
cubanos avances significativos en cuanto al andlisis de redes grandes en SIG. Esta situacion es
un reto para los profesionales de la rama debido al impacto que tiene este tipo de andlisis en
la toma de decisiones, en particular, en el ahorro y control de recursos como el combustible,
asi como en los servicios informativos relacionados con el transporte para la sociedad de forma
general.

A partir de la situacion descrita se define el siguiente problema cientifico:

Los modelos de representacion y andlisis de redes en SIG, existentes en la actualidad, no
garantizan escalabilidad y eficiencia en la busqueda de caminos dptimos cuando las redes son
grandes.

El problema definido se enmarca en el siguiente objeto de investigacion: Modelos para la
representacion y andlisis de redes en SIG.

El objetivo general de la investigacion es desarrollar un modelo basado en grafos reducidos
para la representacion y andlisis de redes en SIG, que permita reducir el nimero de vértices sin
perder informacion y garantice escalabilidad y eficiencia en la bisqueda de caminos 6ptimos
cuando las redes son grandes.

El campo de accion es: Bisqueda de caminos 6ptimos en SIG.

A partir de un andlisis preliminar se enuncia la siguiente hipétesis: Si se desarrolla un modelo
basado en grafos reducidos para la representacion y andlisis de redes, que permita reducir el
ndmero de vértices sin perder informacidn; entonces se garantizard escalabilidad y eficiencia en
la bisqueda de caminos 6ptimos en SIG cuando las redes son grandes.

El objetivo general se desglosa en los siguientes objetivos especificos:

= Disefiar un algoritmo de reduccién de grafos sin pérdida de informacion.
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Disefiar un algoritmo para realizar bisquedas de caminos 6ptimos en grafos reducidos.

Validar el modelo tedricamente realizando la demostracién de correccién de los algoritmos

disenados.

Desarrollar una herramienta computacional basada en el modelo propuesto.

Explorar otros posibles marcos de aplicacion del modelo propuesto.

Para darle cumplimiento a los objetivos trazados se utilizaron los siguientes métodos de

investigacion:
» Métodos tedricos:

e Analitico-sintético: para descomponer el problema de investigacion en elementos
por separado: modelos de representacion y andlisis de redes, bisqueda de caminos
optimos en redes grandes, eficiencia y escalabilidad, de esta forma es més sencillo
profundizar en el estudio de cada elemento, para luego sintetizarlos en la solucién

de la propuesta.

e Hipotético-deductivo: para elaborar la hipotesis de investigacion y proponer lineas

de trabajo a partir de resultados parciales.

e Histérico-16gico: para llevar a cabo el estudio critico de los modelos de
representacion de redes y realizar andlisis de las mismas en SIG, asi como de los
algoritmos de bisqueda de caminos 6ptimos y de reduccion de grafos més relevantes

existentes en la literatura.

e Modelado: para el disefio de la herramienta computacional y de los algoritmos

propuestos.

e Induccion-deduccion: para realizar las demostraciones de correccion de los

algoritmos propuestos.

= Métodos empiricos:

e Experimental: para comprobar los resultados derivados de las demostraciones de

correccion de los algoritmos propuestos.

La novedad cientifica de la presente investigacion radica en un nuevo modelo que garantiza

la realizacion eficiente y escalable de busquedas de caminos 6ptimos en redes grandes a través

5
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de un algoritmo de reduccién de grafos sin pérdida de informacién. Las demostraciones de
correccion de los algoritmos disenados asi como la realizacién computacional de los mismos,
muestran que se garantiza la obtencion de caminos de igual costo al obtenido por el algoritmo de
Dijkstra en grafos sin reducir. También se muestra la obtencion de tiempos de ejecucion menores
que los obtenidos por el algoritmo A*, el cual es utilizado como referente por la comunidad
cientifica en la disminucién de los tiempos de ejecucion de busquedas de caminos 6ptimos.

Aportes tedricos:

= Desarrollo de la base conceptual y de un algoritmo de reduccion de grafos sin pérdida de
informacion; lo que puede ser aplicado en diversas ramas de la ciencia.

= Un nuevo algoritmo, basado en el algoritmo de Dijkstra, para realizar buisquedas de
caminos 6ptimos en grafos reducidos con el algoritmo de reduccién propuesto. Este
algoritmo permite obtener un camino 6ptimo en todos los casos en un tiempo similar
al obtenido por algoritmos heuristicos, logrando una mejora significativa en la eficiencia

sin perder exactitud en el resultado.
Aportes practicos:

= Una herramienta computacional que brinda soporte a la reduccién de grafos, asi como
a la bisqueda de caminos 6ptimos en grafos reducidos con el algoritmo de reduccién
propuesto.

= Un plugin que brinda soporte al sistema Quantum GIS (QGIS) para la busqueda de
caminos 6ptimos haciendo uso del modelo propuesto.

= Disminucién del tiempo de respuesta al usuario ante una peticién de busqueda de camino
Optimo en redes grandes.

= Indicaciones metodoldgicas para la aplicacion del modelo que se propone.

La estructura de la tesis se expone haciendo uso de una perspectiva de anillo como se puede
apreciar en la Figura 1. La misma estd concebida a partir del objeto de investigaciéon: Modelos
para la representacion y andlisis de redes en SIG, garantizando de esta forma la consistencia

estructural de la tesis que se presenta.
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Capitulo 3

Capitulo 2

Capitulo 1

Modelos para la representacion
y andlisis de redes en Sistemas
de Informacién Geoespacial

- Bases conceptuales:
Definiciones, teoria de grafos
- Andlisis critico de los modelos existentes

- Modelo basado en grafos reducidos para
la representacion y andlisis de redes en SIG

- Reduccién de grafos sin pérdida de informacién
- Andlisis de redes

- Demostracién de correccién de los algoritmos propuestos
- Aplicacién del modelo en el SIG Quantum GIS
- Resultados experimentales

- Aplicacién de la reduccién de grafos al Disefio
Racional en Ingenieria Mecanica

Figura 1: Estructura de la tesis.
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Representacion y analisis de redes en Sistemas
de Informacion Geoespacial: Bases

conceptuales



1. REPRESENTACION Y ANALISIS DE REDES EN SISTEMAS

DE INFORMACION GEOESPACIAL: BASES CONCEPTUALES

EN este capitulo se expone el marco conceptual y se realiza un andlisis del estado del arte
de los modelos que se utilizan en la actualidad para la representacion y andlisis de redes en
SIG. Ademas, se analizan los mecanismos que permiten realizar busquedas de caminos 6ptimos

en este tipo de sistema, asi como los algoritmos de reduccién de grafos.

1.1. Marco teorico

En la presente seccion se muestran varias definiciones relacionadas con los SIG y con la teoria

de grafos.

1.1.1. Sistemas de Informacion Geoespacial

El uso de los SIG ha aumentado desde las décadas de los ochenta y los noventa y como
consecuencia, estos sistemas han pasado del total desconocimiento a la prictica cotidiana
usdandose para resolver problemas diversos. Varios autores han propuesto definiciones de SIG

[14, 48, 49, 50], en este trabajo se asume la siguiente:

= Un SIG es un sistema computacional para la entrada, manejo (almacenamiento
y recuperaciéon de informacién), manipulacidn, andlisis y representacion de datos

geograficos [14].

Los conceptos clasicos de SIG han evolucionado para destacar el papel de la diseminacién de
los datos como una funcién ineludible de los SIG en ambientes distribuidos y globales de acceso

de datos y en el entorno de la World Wide Web (WWW) [51].
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De forma general existen dos formatos de datos que son los mds utilizados en los SIG: el formato
vectorial y el raster. En el primer caso se utilizan puntos, lineas (definidas por una serie de
puntos) y poligonos (delimitados por lineas) para representar los objetos geograficos. En el
segundo caso los datos consisten en filas de celdas, a cada celda se pueden asociar datos de
diversos tipos (medida, nombre, etc.) [52].

Para realizar andlisis de redes se utilizan los SIG vectoriales, o sea, los que utilizan el formato
vectorial para almacenar los mapas; por lo que en el marco de este trabajo solo se hara referencia
a este tipo de sistema.

La mayoria de los SIG en la actualidad dan respuesta a peticiones relacionadas con el anélisis

de rutas, debido a la demanda que tienen por los usuarios de este tipo de sistema, tales como:

» ;Cudl es el camino mads corto entre los lugares = e y?
= ;Cudl es el camino mds corto entre los lugares z al y pasando por los lugares x4, 22, .., ,,?
= ;Cudl es el camino 6ptimo entre los lugares x e y de acuerdo a un determinado criterio de

optimalidad?

Para satisfacer este tipo de peticion, reviste vital importancia el modelo de datos que se utilice
en la representacion de la red de viales de un mapa. Antes de hacer referencia a dichos modelos,
se abordardn algunos conceptos de la teoria de conjuntos y de grafos que contribuirdn a una
mejor fundamentacién tedrica de los modelos descritos y de la propuesta realizada en esta

investigacion.

1.1.2. Relaciones

En esta seccion se presentan definiciones y notaciones que se utilizardn en el modelo propuesto,

las mismas son tomadas de [53].

DEFINICION 1.1.2.1 Se denomina particion del conjunto A, a una coleccion P de subconjuntos

de A que satisface las siguientes condiciones:

s 0dP.
» Para todo par de conjuntos A; 'y A; de P, coni # j, se cumple que A; N A; = ¢.

10
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» La union de todos los conjuntos de P es igual a A, es decir, si Ay, As, ..., A, son los

subconjuntos de P entonces A = Ay U Ay, U... U A,

DEFINICION 1.1.2.2 Sean los conjuntos A 'y B no necesariamente distintos, se dice que R es
una relacion binaria de A en B si R es un subconjunto de pares ordenados de A x B, es decir,

siRC A x B.
Si A = B, entonces se dice que R es una relacion binaria en A.
DEFINICION 1.1.2.3 Una relacion R en A es reflexiva si 'y solo siVx,z € A, (z,x) € R.

DEFINICION 1.1.2.4 Una relacion R en A es simétrica si y solo si Vx,x € A Vy,y € A si

(z,y) € R entonces (y,x) € R.

DEFINICION 1.1.2.5 Una relacion R en A es transitiva si y solo si Vx,x € A,Vy,y €

ANz, z € Asi(z,y) € Ry (y,2) € R, entonces (x,z) € R.

DEFINICION 1.1.2.6 Una relacion binaria R en un conjunto A es una relacion de equivalencia

siy solo si R es reflexiva, simétrica y transitiva en A.

DEFINICION 1.1.2.7 Sea R una relacion de equivalencia entre los elementos de un conjunto A
y sea a € A, entonces se denomina clase de equivalencia por R de a 'y se denota mediante [a]

al conjunto de las x,x € A, que mantienen con a la relacion R, es decir, [a] = {z|(a,z) € R}.

DEFINICION 1.1.2.8 La familia de las clases de equivalencia por R de A se denomina el

cociente de A por Ry se denota A/R = {[a]|a € A}.

PROPOSICION 1.1.2.1 Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto A, entonces a
partir de R puede definirse una particion de A, precisamente A/R, y viceversa, si se tiene

una particion B de A entonces puede definirse una relacion de equivalencia R en A tal que

B=A/R.

11
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1.1.3. Grafos

En esta seccion se presentan definiciones y notaciones utilizadas en los algoritmos que se

proponen.

DEFINICION 1.1.3.1 Un grafo, o grafo no dirigido, G = (V, E) se define como un conjunto V/
finito y no vacio de vértices y un multiconjunto E de aristas, donde cada arista (v;, v;),v;, v; €
V' es un par no ordenado de vértices. Opcionalmente una arista puede tener un valor que la
identifique y una lista de atributos. Cuando los elementos de E tienen multiplicidad uno, el

grafo se denomina grafo simple.

La definicién de grafo dirigido es similar a la anterior, con la inica diferencia que las aristas son
pares ordenados.

En los anexos A y B se muestra el Tipo de Dato Abstracto (TDA) MultiDigrafo y
GrafoReducido, utilizados en la presente investigacion.

Para referirse al conjunto de vértices y aristas del grafo G = (V| F) se utilizara la notaciéon G.V/
y G.F respectivamente, o simplemente V' y E cuando no exista ambigiiedad respecto al grafo.

Las definiciones que siguen son tomadas de [54].

DEFINICION 1.1.3.2 Sean G = (V, E) y G' = (V', E') dos grafos, si V! C V,E' C E se dice
que G’ es un subgrafo de G y G es un supergrafo de G'.

DEFINICION 1.1.3.3 La matriz de adyacencia A = (ai;)nxn del grafo G, donde n = |V, se

define de la siguiente forma:

1 si(v,v) € E
CLZ‘j =
0 en otro caso

DEFINICION 1.1.3.4 Un vértice v; es adyacente (vecino) a otro vértice v; si 3(v;,v;) € E.

Ademds, se dice que la arista (v;,v;) incide en el vértice v;.

DEFINICION 1.1.3.5 Se denomina grado de un vértice v a la cantidad de aristas que inciden

en vy se representa como g(v).

12
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DEFINICION 1.1.3.6 En un grafo dirigido, se denomina grado de entrada de un vértice v a la
cantidad de aristas que tienen como vértice final a v 'y se representa como g~ (v). De forma
similar, se denomina grado de salida a la cantidad de aristas que tienen como vértice inicial a

vy se representa como g+ (v).

DEFINICION 1.1.3.7 Se denomina grado de entrada mdximo de un grafo dirigido G = (V, E)
al mayor grado de entrada asociado a un vértice v € V' y se representa como A~(G) =
mazx[g~ (v)|v € V]. De forma similar, se denomina grado de salida mdximo de un grafo G =
(V, E) al mayor grado de salida asociado a un vértice v € V' y se representa como AT (G) =

maz[gt(v)|v € V].

DEFINICION 1.1.3.8 Se denomina grado de un grafo G = (V, E) al mayor grado asociado a

un vértice v € V' y se representa como A(G) = mazx|g(v)|v € V.

DEFINICION 1.1.3.9 Se define un grafo ponderado como una estructura G = (V,E, f.),

donde:

» V representa el conjunto de vértices del grafo.
» [ representa un multiconjunto de aristas del grafo.
» La funcion f. : E — R le hace corresponder a cada arista un valor real positivo

denominado costo, cuya interpretacion es el costo de ir desde el vértice v; al vértice v;.

DEFINICION 1.1.3.10 La matriz de costo C' = (¢ij)nxn de un grafo ponderado G = (V, E, f,),

donde n = |V
k si3(vi,v;) € Eyk es el costo de ir desde v; hasta vj, k > 0,k = f.(v;, v;)

, se define como:

Cij =
0  enotrocaso
DEFINICION 1.1.3.11 Se denomina camino desde el vértice v; al vértice v; en

un grafo G = (V,E) a la secuencia de vértices CA = Ug,Uky,...,Vk Si
(Vky s Uy )y (Vkgs Vkg) -+, (Uky_y,08,) € E,v; = wg,v; = vy, Ademds, una arista solo

puede aparecer una vez.

13
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DEFINICION 1.1.3.12 Se denomina longitud de un camino CA = vy, , Vg, , ..., 0, t > 1, ala
suma de los costos de todas las aristas presentes en el mismo y se representa como |CA| =
22;11 Chpkn..- EN el caso de grafos no ponderados, la longitud del camino se puede calcular

como la cantidad de aristas presentes en el mismo, o sea |CA| =t — 1.

DEFINICION 1.1.3.13 Un grafo G es conexo si entre cada par de vértices existe un camino que

los une.

DEFINICION 1.1.3.14 El problema de la biisqueda del camino dptimo entre dos vértices v; y v;
de un grafo consiste en encontrar un camino CA = vg,, Uy, ..., V,, t > 1,0, = Uk, , 0 = U,

t—1 .
tal que la suma )y, | Cy,k,,, Sea optima.

En varios problemas que son resueltos a través del uso de la teoria de grafos es comin
encontrar la necesidad de transformar un grafo. Por ejemplo: modificando los nodos o las aristas,
eliminando un subgrafo o adicionando un grafo a otro. También se puede utilizar un formalismo

matemadtico denominado gramatica de grafo, el cual se define a continuacidn.

DEFINICION 1.1.3.15 Una gramdtica de grafo NCE es un sistema G = (¥, 9, P, S) donde:

= Y] es un conjunto finito y no vacio denominado alfabeto.

» § es un subconjunto de . denominado alfabeto de los simbolos terminales.

» P es un conjunto finito de producciones o reglas de reescritura de la forma («, 3,1),
donde « es un grafo conexo, 3 es un grafoy v : .V x .V x ¥ — {0, 1}, ¢ se denomina
funcion de empotrado y estd determinada por el mecanismo de empotrado que se utilice.

» S es el simbolo distinguido o axioma.

Las gramdticas de grafo se pueden clasificar segtiin varios criterios. Atendiendo a la forma
en que se transforman los grafos y siguiendo el enfoque cldsico de Janssens y Rozenberg se
pueden clasificar en gramdticas NCE [55], NLC [56, 57], HR [58], NR [58], entre otras. La
especificacion de como se debe transformar un grafo, se denomina mecanismo de empotrado.

Debido al mecanismo de empotrado que utilizan los tipos de gramadticas antes mencionadas,
se seleccionan para utilizar en este trabajo las gramdticas NCE. Para profundizar sobre las

diferencias entre los distintos mecanismos de empotrado, el lector puede remitirse a [59].
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Las gramaticas de grafo pueden ser aplicadas en la solucién de varios problemas, en particular
se pueden aplicar en los SIG [60]. Uno de los componentes fundamentales de las mismas es
el conjunto de producciones. La aplicacion de una produccion o regla de reescritura de grafo
consiste en eliminar el subgrafo « del grafo al que se le va a aplicar la regla, adicionar el grafo
[ a dicho grafo y conectarlo segin se especifique en ).

La formalizacion de gramatica NCE utiliza como base la definicion de grafos no dirigidos y
etiquetados. Sin embargo, cuando el grafo es dirigido se deben tener en cuenta consideraciones
adicionales. Para dar soporte a grafos dirigidos se puede seguir el mismo enfoque que en [56],
sustituyendo la funcién ¢ por dos funciones: 1, y 1, para las aristas que entran o salen de un

vértice respectivamente.

1.1.4. Modelos de representacion y analisis de redes en Sistemas de

Informacion Geoespacial

En la literatura se puede encontrar abundante informacién sobre la forma en que se representan
los mapas para que puedan ser utilizados por los SIG. Se han creado varios estidndares por el

Open Geospatial Consortium (OGC) [61], una institucién no lucrativa cuya mision es definir los

estdndares relacionados con el mundo geoespacial. Entre los estdndares mds utilizados para la

representacion de mapas se pueden mencionar:

Well-known text (WKT) , WKB [62].

Keyhole Markup Language (KML) [63].
Geographic Markup Language (GML) [64].
Mapinfo Data Interchange Format (TAB) [65].
Simple Feature Specification for SQL (SFS) [66].

Estos estandares pueden ser utilizados por SIG de tres formas principales: en SGBD relacionales
extendidos, en SGBD Orientados a Objetos y en implementaciones de sistemas de ficheros

propias de los SIG propietarios (ArcGIS, Maplnfo, etc.).
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1.2. Analisis critico de las soluciones existentes

En este epigrafe se realiza un andlisis critico de las principales soluciones existentes en la
actualidad que facilitan la busqueda de caminos 6ptimos en SIG. Para ello, el andlisis se divide
en los modelos utilizados para la representacion y andlisis de redes, los algoritmos de busqueda
de caminos 6ptimos y por ultimo los algoritmos de reduccion de grafos como herramienta para

la reduccion del tiempo de respuesta de los algoritmos ejecutados sobre un grafo.

1.2.1. Modelos utilizados para la representacion y analisis de redes en

Sistemas de Informaciéon Geoespacial

Existen varios modelos que pueden ser utilizados para representar redes en un SIG, entre
ellos, los més relevantes son: el modelo relacional extendido, el modelo orientado a objetos y
sistemas de archivos propios de determinadas herramientas informaticas. Por otra parte, cuando
se habla de cdlculo de rutas en SIG, no se puede dejar de mencionar los grandes proveedores de
servicios como Google, Microsoft, etc., a pesar de que los mismos no publican los detalles de

los mecanismos de almacenamiento que utilizan para brindar este tipo de funcionalidad.
1.2.1.1. Modelo relacional extendido

El modelo relacional fue propuesto por E.F. Codd en el afio 1970 [67]. Este modelo est4 basado
en la l6gica de predicado de primer orden y en la teoria de conjuntos. En la actualidad las bases
de datos relacionales son el tipo de bases de datos mds difundido debido a la formalizacion del
modelo relacional.

Existen varias extensiones del modelo relacional [68, 69, 70, 71, 72]. A pesar de las diferencias
sintdcticas de cada una de las extensiones realizadas a este modelo, todas giran alrededor de un
enriquecimiento semantico del mismo [73]. Otra extension del modelo relacional que ha surgido
para su aplicacion en los SIG es el modelo de datos espacial [74, 75, 76]. El mismo adiciona los
tipos de datos primitivos linea, punto y poligono y funciones para el manejo de los mismos, lo
cual facilita el almacenamiento de cartografias asi como el andlisis de las mismas.

El sistema pgRouting [19] se distribuye bajo la Licencia Piblica General de GNU version 2
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(GPLV2) y es uno de los sistemas mads utilizados, entre los que se distribuyen bajo licencia de
software libre, que hacen la biisqueda de caminos Optimos a partir de un mapa almacenado en
una base de datos haciendo uso del modelo relacional extendido. Este software es una extension
del SGBD objeto relacional PostgreSQL, lo que permite utilizar todas las potencialidades que
brinda dicho SGBD; entre las cuales se destaca el sistema de almacenamiento y el de consultas.

A pesar de lo anterior, pgRouting presenta las siguientes deficiencias:

= Utiliza un modelo de grafo demasiado simple y poco escalable; ademds no puede usarse
en entornos multi-hilo [21].

= Presenta problemas en la biisqueda de caminos cuando el origen o el destino no coinciden
con una interseccion de calles [22]. Lo anterior se debe a que cuando un punto no
coincide con una interseccion de calles, el sistema realiza la busqueda desde (o hasta) la
interseccion mds cercana a dicho punto, lo cual puede introducir un error en el resultado.

= Cuando se realiza una bisqueda de camino 6ptimo carga todos los datos en memoria
interna [21], lo que trae como consecuencia que el andlisis dependa en gran medida de la
capacidad de memoria con que se cuente, aspecto de vital importancia en los SIG debido
al elevado volumen de informacién que manejan.

= Representa y analiza las redes de forma plana, lo que trae como consecuencia que cuando
dos calles estdn a diferentes niveles, el sistema no distingue si se intersectan o no, lo que
puede traer problemas al realizar andlisis de redes. El proyecto OpenStreetMap [77] utiliza
el sistema pgRouting para el calculo de caminos 6ptimos y para eliminar esta problemaética

introduce un campo (nivel) para especificar el nivel al que se encuentra una calle.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de pgRounting, el modelo que utiliza y su rendimiento,
se recomienda su uso cuando las redes modeladas en la cartografia son de tamafio pequefio o
mediano [21].

Las problemdticas planteadas existen debido a que el modelo utilizado no permite modelar de
forma natural una red (viales, distribucidn de agua, electricidad, etc.) presente en una cartografia;
ademds las operaciones que se realizan sobre las redes como son: grado de la red (o de un

vértice), camino entre dos vértices de la red, etc. no estan concebidas dentro del modelo
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relacional, aunque se pueden obtener utilizando las operaciones sobre las que estd definido el
modelo.

Cuando el modelado de un dominio especifico de la realidad (modelo 16gico) responde a una
estructura de grafo, utilizar una base de datos de grafo [78] es la alternativa lI6gica para almacenar
los datos. En [79] se muestran los resultados experimentales de la realizacion de recorridos en
datos que, por su naturaleza, son representados haciendo uso de grafos dirigidos aciclicos. Los
recorridos fueron realizados sobre el SGBD MySQL [80] y el motor de persistencia de grafos
Neo4j [81]. Los resultados muestran de forma general que los recorridos realizados en Neo4;

son mads eficientes que en la base de datos relacional.
1.2.1.2. Modelo orientado a objetos

En [82] se hace una revision de los modelos de datos orientados a objetos aplicados a SIG. El
autor hace referencia a la superioridad del modelo de objetos sobre el relacional, debido a la
posibilidad de poder manipular objetos complejos y su comportamiento, meta conocimiento de
larga duracion y transacciones. Se puede profundizar en el modelo antes mencionado en varios
textos especificos de la temdtica de bases de datos [83, 84, 85, 86].

Haciendo uso del modelo de objetos, una red de transporte se puede representar con varios tipos
de objetos como calles, autopistas, intersecciones, etc., donde cada uno especifica las distintas
operaciones que se pueden realizar sobre todos los objetos de dicho tipo. En la bibliografia
consultada sobre este modelo, se puede apreciar que se define una red de transporte haciendo uso
de una jerarquia entre puntos, multilineas, poligonos y listas de multilineas. En el contexto del
modelo orientado a objetos, se define qué es relacion de asociacion, de agregacion, de herencia,
asi como polimorfismo y encapsulamiento. Haciendo uso de estos conceptos se puede modelar
una red de transporte, pero los mismos no se pueden utilizar de forma natural para realizar
andlisis de redes sobre el modelo obtenido, lo que trae consigo un aumento en la complejidad

de los algoritmos para dar respuesta a las peticiones de los usuarios.
1.2.1.3. Sistemas que utilizan otros modelos

Existen varios sistemas que tienen una implementaciéon propia de almacenamiento de la

cartografia, destacdndose entre ellos el lider ArcGIS con el formato Shape. A continuacién se
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muestran las principales ventajas y desventajas de estos sistemas.
ArcGIS

ArcGIS es un SIG para visualizacién, manejo, creacion y andlisis de datos geogréficos.

Este sistema es desarrollado y mantenido por el Enviromental Systems Research Institute

(ESRI), empresa lider en el dambito de los SIG [24]. El mismo cuenta con la extensién

ArcGIS Network Analyst para realizar andlisis de redes. Este sistema, define una jerarquia de

calles como estrategia para disminuir el tiempo de respuesta cuando la red de transporte es
grande; esto lo hace estableciendo de tres a cinco niveles en la jerarquia. Por ejemplo, una

jerarquia de tres niveles puede quedar de la siguiente forma [87, 88]:

= Vias primarias (autopistas).
= Vias secundarias (calles principales).

= Vias locales (calles locales).

Esta jerarquia permite disminuir el tiempo de respuesta al usuario pero, generalmente, el camino
obtenido tiene un mayor costo que si se realizara el calculo de la ruta sin considerar los niveles,
ya que bajo este esquema se prioriza viajar por las vias de nivel superior en la jerarquia [87]. Es
importante aclarar que hay conductores que prefieren viajar por las vias primarias sin importar

el costo adicional del viaje, pero no es asi en todos los casos.
Solucion gvSIG

El proyecto gvSIG [89] tiene como objetivo el desarrollo de un SIG haciendo uso de software
libre. La herramienta mds utilizada de este proyecto es gvSIG Desktop [90], cominmente
conocida como gvSIG por ser la primera en desarrollarse. La misma cuenta con un mddulo
de andlisis de redes [91] que provee diversas funcionalidades, facilitando la correccion de la
topologia, la creaciéon de un grafo que representa una red de viales, asi como la bisqueda de
caminos Optimos.

Este mddulo de anélisis de redes, hace uso de los algoritmos cldsicos de busqueda de caminos
Optimos, tales como el algoritmo de Dijkstra y el A*, por lo que se descarta su uso en la presente

investigacion.
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Directed Graph Library

El sistema Geographic Resources Analysis Support System (GRASS) [92], es un SIG que

se utiliza para manipulaciéon de datos, procesamiento de imégenes, produccion de graficos
y visualizacion de muchos tipos de datos. Es un software de cdédigo abierto liberado
bajo la Licencia Publica General de GNU (GPL) [93] y es un proyecto oficial de la

Open Source Geospatial Foundation [94].

GRASS utiliza la biblioteca Directed Graph Library [95] liberada bajo la licencia GPL para

realizar andlisis de redes. La idea original del proyecto se basa en el desarrollo de una biblioteca
que soporte el andlisis sobre grafos de mediano tamafio en Memoria de Acceso Aleatorio
(RAM) haciendo uso de una estructura estdtica que no necesite ser modificada dindmicamente

[96], por lo que no es conveniente utilizar la misma cuando los grafos son grandes.
IDELabRoute

IDELabRoute es una biblioteca genérica para realizar andlisis de redes con gestion dindmica
de memoria [21]. Surge porque en la prictica, varios problemas necesitan tratar con redes de
grandes dimensiones. IDELabRoute es desarrollado por el Laboratorio de Infraestructuras de
Datos Espaciales (IDELab) [97]. Esta biblioteca permite realizar andlisis de redes utilizando

diversas fuentes de datos:

= AlllInMemoryManager: Se carga el grafo completo en memoria, lo que no es conveniente
para grafos grandes.

= AlllInMemoryExternalSourceMemoryManager: Utiliza memoria externa, pero al igual
que el anterior también carga el grafo completo en memoria.

= BasicExternalSourceMemoryManager: Carga en memoria solo los elementos solicitados,
pero esto lo hace a expensas de un aumento de las peticiones con la consecuente demora

en el tiempo de respuesta.

De forma general, los autores realizan una propuesta para hacer un uso racional de la memoria
RAM (mayor escalabilidad) a cambio de un decremento de la eficiencia en la busqueda de
caminos 6ptimos. Debido a esta razén, no se considera conveniente usar este resultado en el

marco de esta investigacion.
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1.2.1.4. Servicios en linea

En la web se pueden encontrar varias implementaciones de SIG con la funcionalidad de

bisqueda de camino 6ptimo:

= Google maps [98], desarrollado por la compaiiia Google de EEUU.

= Bing maps de Microsoft (Multimap) [99], desarrollado por la compaiiia Microsoft de
EEUU.

= Yahoo maps [100], desarrollado por la compafiia Yahoo de EEUU.

= Map24 [101], desarrollado por la compafiia America Online, Inc. de EEUU.

= Maporama [102], desarrollado por la compafia Maporama Solutions de Francia.

Estos SIG, a menudo referenciados como los grandes proveedores de mapas, brindan sus
funcionalidades como servicios; dichas funcionalidades pueden ser utilizadas a través de una
Interfaz de Programacién de Aplicaciones (API) que publica cada proveedor, la cual es utilizada

en el desarrollo de otros SIG, tales como:

= (Callejero PdginasAmarillas.es [103].
El Callejero Lanetro [104].
Callejero ELMUNDO.es [105].
Callejero Terra [106].

Callejero EIPAIS.com [107].

Los SIG mencionados anteriormente brindan una amplia cantidad de informacién sobre las
rutas, algunos de ellos en un pais determinado y otros en varios paises del mundo. Todos se
caracterizan por: utilizar los servicios que brindan los grandes proveedores de mapas (Google,
Yahoo, Microsoft, etc.), hacer busquedas del camino més corto (también el mds rapido),
especificar si se estd viajando en carro o a pie, entre otras posibilidades.

Estos servicios tienen caracteristicas que inducirian a los usuarios finales a utilizarlos, tales
como: son servicios gratis, son accesibles a través de la web y siempre estdn disponibles.
Segin [108], 1a mayoria de las necesidades de los usuarios finales son cubiertas por los grandes
proveedores de servicios mencionados anteriormente. El rol fundamental de los desarrolladores

de SIG radica en hacer uso de esos servicios para crear productos de valor agregado. También
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se hace referencia que para tener buenos resultados en el uso de estos servicios, es necesario
contar con un determinado ancho de banda, con el que algunos paises desarrollados, por ejemplo
Espaia, no cuenta aun.

Otro aspecto importante a tener en cuenta al hacer uso de estos servicios, es que no se conoce la
forma en que estdn implementados internamente. La mayoria, pertenecen a grandes compaiiias
sujetas a leyes que van contra la soberania de Cuba.

También se presenta la siguiente problemaética: no se ha publicado, en la bibliografia consultada,
la forma en que se maneja tal cantidad de datos, ni los algoritmos utilizados para el andlisis de
las rutas. Ademas, estos SIG estdn desarrollados sobre tecnologia propietaria.

La teoria de grafos, provee una representacion adecuada de una red, asi como conceptos y
algoritmos que permiten estudiar las propiedades de las mismas [109]. Por otra parte, Sedgewick
afirma que una red puede ser representada con la misma estructura de datos que es utilizada para
la representacion de grafos [110], por lo que son aplicables los algoritmos definidos para estos
ultimos. También se define una red como un conjunto de nodos y un conjunto de relaciones entre
ellos [111], definicién que estd acorde con el concepto de grafo.

Luego del estudio de los modelos mads utilizados para realizar andlisis de redes en SIG y teniendo
en cuenta las definiciones de red y de grafo, se puede afirmar que es conveniente estudiar una

red haciendo uso del concepto grafo.

1.2.2. Algoritmos de bisqueda de caminos optimos

La busqueda de caminos Optimos ha sido ampliamente estudiada, se pueden encontrar
aplicaciones en varias ramas de la ciencia, en particular en los SIG, debido a que este tipo de
sistema se considera como una de las mejores herramientas para almacenar y utilizar modelos de
redes [112]. A continuacion se realiza el andlisis de varios algoritmos de busqueda de caminos
optimos.

Uno de los algoritmos clésicos para el cdlculo del camino éptimo desde un origen a un destino
es el algoritmo Dijkstra (ver Anexo C). Enunciado por primera vez por Edsger W. Dijkstra en el
afio 1959 [113], es uno de los algoritmos mas utilizados y discutidos en la literatura de grafos,

la complejidad temporal es O(n?) siendo n la cantidad de vértices del grafo. Sin embargo, este
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algoritmo no es eficiente para realizar bisquedas de camino 6ptimo en grafos grandes [114].
En [114] se propone un nuevo algoritmo, basado en el algoritmo de Dijkstra que realiza una
optimizacion, basada en la disminucion de los valores 0 y oo que aparecen en la matriz de
adyacencia del grafo sobre el que se realiza el anélisis, para ello construye una nueva matriz con
n filas y m columnas, donde n es la cantidad de vértices del grafo y m es la mayor cantidad
de vértices adyacentes. Segtin se muestra en los experimentos realizados, esta nueva variante
ejecutada en un grafo de 12000 nodos, logra disminuir tres veces el tiempo de ejecucion con
respecto al algoritmo de Dijkstra si la memoria es suficiente.

Otro enfoque del uso del algoritmo de Dijkstra se expone en [115], en el cual se parte de que la
complejidad temporal de dicho algoritmo aumenta drasticamente con el aumento de la cantidad
de vértices del grafo. La nueva propuesta hace uso de una implementacién de cola con prioridad
utilizando la estructura de datos heap [116]. En este caso se reduce la complejidad temporal del
algoritmo de O(n?) hasta O(nlgn).

En las dos variantes anteriores se muestra un resultado importante, pero atin presentan problemas
relacionados con la escalabilidad. La complejidad de estos algoritmos, al igual que en el
algoritmo de Dijkstra, siempre dependera del tamafio del grafo, que en caso de ser muy grande
implicard un tiempo de respuesta elevado.

Otro algoritmo clasico que se puede mencionar es el algoritmo de Floyd [117] (también conocido
como algoritmo Floyd-Warsall). EI mismo ha sido ampliamente estudiado y utilizado para
realizar el cdlculo de caminos 6ptimos. El algoritmo de Floyd no se tendrd en cuenta en la
presente investigacion ya que la complejidad temporal del mismo es O(n?) (superior a la del
algoritmo de Dijkstra) debido a que el problema que resuelve es el de la bisqueda del camino
optimo entre cada par de vértices del grafo.

Los SIG convencionales presentan una limitaciéon de carécter expresivo, ya que solo pueden
considerar un atributo asociado a cada segmento de calle en una red de viales mientras se realiza
la planeacién de las rutas [118]. En [119] se da una solucién a esta limitacién pero no se aborda
la problemadtica del tamafio de la red.

En [120] se realiza un analisis de diferentes algoritmos para realizar calculo de caminos 6ptimos.

El mismo presenta un resultado que define cdmo personalizar la bisqueda de dichos caminos
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utilizando multiples criterios, estos criterios se pueden definir atendiendo a la distancia, puntos
de interés, etcétera. Este algoritmo utiliza como base el algoritmo A*, por lo que no garantiza la

obtencion del 6ptimo en todos los casos.
1.2.2.1. Transporte multimodal

En un entorno urbano, sobre todo en paises desarrollados, se cuenta con varios tipos de
transporte publico. Por ejemplo: autobus, metro, etc.; por lo que en un entorno de este tipo,
es importante tener en cuenta todas las redes de transporte existentes cuando se realiza andlisis
de rutas. En este sentido, en los tdltimos afios se han desarrollado varios algoritmos para su
implementacién en SIG.

Shunying [121] propone un algoritmo para el cédlculo de caminos 6ptimos en el transporte
publico. En el mismo se asume, a partir del resultado de investigaciones [122, 123], determinadas
preferencias de los pasajeros. En [124] se muestra un sistema que integra informacion
heterogénea de diversos sistemas de informacion de trafico en una plataforma de informacion
de tréfico urbano. En el modelo utilizado se representa una tnica red de transporte relacionando
los puntos comunes (con aristas) de los distintos tipos de redes (tren, automdviles, etc.). En el
mismo se describe una variante del algoritmo MSVPP [125] que incluye restricciones respecto
al tiempo.

Los trabajos mencionados anteriormente, hacen uso de informacién adicional para disminuir el
tiempo de buisqueda de caminos 6ptimos, por lo que para su aplicacion es necesario, en primer
lugar, contar con dicha informacién. Existen paises, como Cuba, que por su nivel de desarrollo
no cuentan con la disponibilidad de dicha informacién.

Por otra parte, en una red de transporte multimodal, la bisqueda de un camino depende de varias
restricciones, tales como: la secuencia de los tipos de transporte, la cantidad de transferencias,
los horarios, entre otros.

Debido a esto, se descartan los algoritmos para este tipo de red en la solucién del problema

planteado en esta investigacion.
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1.2.2.2. Sistemas de navegacion en automdviles

En [126] se propone una variante del algoritmo Dijkstra con el objetivo de disminuir el tiempo de
respuesta de este ultimo. Esto se hace restringiendo el espacio de busqueda del camino 6ptimo
a los vértices que se encuentran dentro de un rectdngulo o dentro de un hexdgono (estatico o
dindmico). Para definir la figura geométrica que se utilizard se hace uso del siguiente criterio: es
muy probable que el camino éptimo entre dos puntos (origen,destino) esté situado en el espacio
alrededor de la linea recta que los une. La aplicacion de este criterio en determinadas ciudades
es un resultado importante ya que disminuye considerablemente el tiempo de respuesta, pero el
mismo introduce un error porque no se puede demostrar que se alcanza el éptimo en todos los
casos posibles.

En [127] se muestra un algoritmo heuristico para solucionar el problema de busqueda de
caminos 6ptimos con multiples destinos en equipos embebidos ARMY teniendo en cuenta las
caracteristicas de las calles (calles de un solo sentido, restricciones de transito, etc.) y provee las

siguientes funcionalidades:

= Calculo de un camino 6ptimo o satisfactorio desde un origen hasta multiples destinos.

= Célculo del camino mds corto, el de menor costo o el mas rdpido de acuerdo con las
preferencias del chofer.

= Calculo de caminos en tiempo real teniendo en cuenta las condiciones de las calles asi
como las sefiales de transito.

= Muestra el resultado en forma de mapa en la terminal de a bordo.

Debido a las limitaciones de memoria que tiene el equipamiento que se utiliza en los vehiculos
para el célculo de las rutas, es necesario modificar los algoritmos cldsicos para lograr un
mayor rendimiento del sistema. Para cumplir con este objetivo se definen heuristicas, las cuales
introducen un margen de error, por lo que disminuye la precision del algoritmo [127]. Este error
en muchos casos puede ser aceptable en dependencia del problema que se resuelve, pero no
siempre es beneficioso tenerlo.

En Cuba hay carencia de datos de trafico urbano y de tecnologias (Sistema de Posicionamiento

Global (GPS), conectividad inalambrica, etc.), por lo que no es conveniente desarrollar (en este
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momento) un sistema de navegacion para automoéviles o un sistema de informacién de transporte

multimodal debido al bajo nivel de aplicacién que pueden tener.

1.2.3. Algoritmos de reduccion de grafos

Una de las soluciones a la reduccién del tiempo de respuesta en la busqueda de caminos 6ptimos
en un grafo ha sido reducir el grafo sobre el que se realiza el anélisis, debido a que dicho tiempo
depende en gran medida de la cantidad de vértices del grafo en cuestion. La reduccion de grafos
consiste en obtener un grafo de menor tamafio (menos aristas o vértices) que mantenga las
caracteristicas principales o relevantes del grafo original, de forma tal que se puedan realizar
andlisis sobre el grafo reducido y llegar a conclusiones sobre el grafo original. Ejemplos de
reducciones de grafo estudiadas en la bibliografia incluyen: el didmetro del grafo, corte 6ptimo
(minimal cut), nimero y clasificacion de cliques, entre otros [128].

La reduccion de grafos tiene aplicacidon en varias temadticas relacionadas con la computacion,

tales como:

= Redes de workflow.
= Redes de computadoras y computo distribuido.

= Procesamiento paralelo y distribuido.

A continuacion, se realiza un andlisis critico de los algoritmos de reduccién de grafos estudiados,

agrupados por dreas de aplicacion.
1.2.3.1. Redes de workflow

Un modelo de proceso es una plantilla a partir de la cual se crea una instancia de cada
proceso que se debe llevar a cabo en una organizacién. Hay procesos que no son ejecutados
completamente en la computadora. Un caso tipico es un proceso en el que un documento debe ser
revisado por una persona. De forma general, un proceso estd constituido por actividades, parte
de las cuales se realizan con la ayuda de sistemas informaticos. Las partes que son ejecutadas
sobre una computadora constituyen el modelo de workflow [129].

La correccion de un modelo de workflow es la premisa bdsica para alcanzar los objetivos de

un negocio, por lo que se necesita un mecanismo que facilite la verificaciéon de la correccién
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de dicho modelo. Para realizar esta tarea generalmente se tienen en cuenta dos aspectos: la
correccion estructural del modelo, es decir, que el proceso termine normalmente si no ocurren
circunstancias inusuales y la otra es la correccion semantica del modelo, lo que implica que el
proceso de workflow debe poder alcanzar los objetivos deseados al final de la ejecucion.

En la literatura se utiliza el modelo Red de Petri para la representacion de redes de
workflow [130, 131], el mismo tiene facilidades para la verificacion de la correccion
estructural del modelo. Este modelo puede introducir los conflictos estructurales Deadlock y

Lack of Synchronization. Un método utilizado para eliminar estos conflictos estd basado en la

reduccién de grafos, el mismo consiste en identificar ciertas estructuras (por ejemplo, ciclos) y
simplificarlas como se muestra en [132, 133, 134]. En [135] se expone un conjunto de reglas de
reescritura que permiten reducir el modelo asi como las pruebas de correccion y completitud
del algoritmo presentado para reducir la red. Luego de este proceso, se obtiene una red de
Petri reducida y se procede a comprobar la correccion estructural del modelo de workflow que
representa la red de Petri.

Este tipo de reduccion tiene pérdida de informacidn que es vital para la solucién de algunos
problemas. Por ejemplo, en una red de viales la existencia de ciclos (rotondas, calles alrededor
de una cuadra o manzana) es algo a tener en cuenta y que puede influir en el resultado de una
bisqueda de caminos 6ptimos; por lo que si se pierde esta informacién se pudieran dar resultados

erroneos.
1.2.3.2. Redes de computadoras, procesamiento paralelo y distribuido

Los sistemas de computo distribuido han recibido una alta atencion en los tltimos afios. Uno

de los problemas mas estudiados es el problema de consenso (consensus problem) descrito en

[136]. En [137] se muestra una revision de los algoritmos utilizados para resolver este problema.
En [138] se enuncia un problema que se puede deducir del problema del consenso: ;es
posible reconstruir el estado de la red completa conociendo el estado de un nimero limitado
de nodos?; el cual se define como un problema de observabilidad y se propone un marco
de trabajo matemaético, haciendo uso de la teoria de grafos, para la solucién del problema
de la observabilidad en un sistema que ejecuta un algoritmo de consenso. Dicho marco de

trabajo se basa en la reduccion de la complejidad del problema estudiando subgrafos escogidos
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convenientemente.

Los algoritmos de busqueda de caminos optimos, se rigen por el principio de Bellman [139],
que especifica que cualquier subsecuencia de una secuencia Optima es a su vez 6ptima, por lo
que la bisqueda de camino 6ptimo no se puede reducir a la busqueda del camino éptimo en dos
subgrafos para luego unir los caminos encontrados y dar el camino completo.

También se utilizan las técnicas de reduccion de grafos en problemas de reconfiguraciéon de
antenas. Recientemente los disefiadores de antenas han utilizado conmutadores accionados

(actuated switches) para lograr la reconfiguraciéon [140, 141]. Para instalar los mismos en

las antenas es necesario adquirir hardware, generalmente costoso, para su activacién y
desactivacion. En [142] se propone una solucidn a este problema, la misma consiste en optimizar
la cantidad de conmutadores utilizados para reconfigurar una antena eliminando redundancias
de la estructura (el grafo que representa la red) con el objetivo de reducir costos y pérdidas.

En [143] se muestra un procedimiento denominado Network Graph Reduction, en el mismo se

modifica el grafo que describe una red de computadoras antes de realizar un computo sobre la
misma, esto se hace excluyendo las aristas (tramos de red) que estdn congestionadas.

En [144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152] se enuncian varios modelos para reducir
un grafo, aplicado al enrutamiento en redes de computadoras. En [153] se muestra que estos
modelos aln carecen del rendimiento necesario para dar una respuesta rapida y en el mismo se
define un algoritmo de reduccion de grafos que resuelve esta situacion, este se basa en eliminar
aristas o vértices que “no son necesarios” para dar solucion a determinados problemas.

En los algoritmos expuestos en este epigrafe, se elimina informacién de la red que es redundante
para el problema que se enfrenta en cada situacion. En el ambito de andlisis de redes de
transporte, no se puede eliminar informacién (posiblemente redundante para otros problemas)
ya que se pueden introducir errores en los cdlculos que se realicen.

Con el nombre Model checking se conoce a un método automético de verificacion de un sistema

formal. El sistema se describe mediante un modelo que debe responder a una especificacion
formal descrita mediante una féormula y que suele estar expresado como un grafo dirigido donde
los vértices representan los posibles estados de un sistema y las aristas las posibles evoluciones

(ejecuciones) del mismo, mientras que las proposiciones representan las propiedades bdsicas
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que se satisfacen en cada punto de la ejecucion.

Existen herramientas automadticas para realizar Model checking, basadas en técnicas

combinatorias, explorando el espacio de estados posibles; lo que conduce al problema de
explosion de estados [154]. Para evitarlo se han desarrollado varias técnicas, entre ellas
reducciéon de orden parcial, la cual es una técnica que considera solo algunas ejecuciones
representativas para realizar la verificacion de una propiedad determinada, eliminando estados
“redundantes”. Esta técnica ha sido descrita también como model checking with representatives

en [155].

En [156] se muestra un algoritmo de reduccién paralela de orden parcial

(Parallel Partial Order Reduction) para el chequeo de modelos LTL con el objetivo de

reducir el nimero de estados del grafo espacio. La idea se basa en la observacién siguiente:
para propdsitos de verificacion, varias ejecuciones de sistemas son equivalentes respecto a las
propiedades verificadas. Como resultado un algoritmo que implemente reducciéon de orden
parcial puede evitar la generacion de algunas ejecuciones de un sistema informatico, a partir de
que el mismo explora al menos una ejecucion representativa de cada clase de equivalencia.

En [157] se propone un algoritmo llamado Distributed Asynchronous Constraint Optimization

(DACO) basado en reducciones dindmicas de grafos. El algoritmo DACO permite a los nodos
de procesamiento enviar sus soluciones parciales a otros nodos de procesamiento y desaparecer
del procesamiento paralelo. En dicho algoritmo, los agentes deciden el destino de los mensajes a
partir del grafo, por lo que no necesitan generar el arbol DFS. En la inicializacién del algoritmo,
cada agente notifica el grado (cantidad de vecinos) a todos los agentes adyacentes. Cuando
un agente determina que tiene el mayor grado en su drea local (entre los agentes vecinos y el
propio agente), envia su solucion parcial y su conocimiento a uno de los agentes adyacentes y
desaparece. Este agente no volverd a participar en algin proceso de solucion. El hecho de que el
agente desaparezca causa la reduccién dindmica del grafo.

Este tipo de algoritmo utiliza conceptos que se van mads alld de la teoria cldsica de bisqueda
de caminos Optimos y su aplicacion especifica es para la verificacion de modelos y la
implementacion de sistemas multiagente respectivamente. En este dmbito es posible realizar

determinados andlisis eliminando vértices “redundantes” o que no son decisivos para la solucién
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del problema que se resuelve, pero en el caso de la bisqueda de caminos 6ptimos no existen
vértices que puedan ser obviados por los algoritmos y que permitan obtener en todos los casos

un resultado 6ptimo, por lo que se descarta el uso de estos algoritmos en el dmbito de los SIG.
1.2.3.3. Otros algoritmos

En [158] se define un método de reduccion basado en el grafo potencia. Este método utiliza una
estrategia de poda del grafo mencionado, la cual reduce en gran medida el almacenamiento y el
coOmputo y mejora el rendimiento del algoritmo a expensas de la pérdida de informacion.

El andlisis simbdlico de circuitos se refiere a la bisqueda de una funcién de red (funcién de
transferencia) de una sefal a otra expresada en términos de simbolos de los elementos de
circuitos. Varios métodos han sido estudiados a partir de 1950. Como se sefiala en [159], la
mayoria de los métodos clédsicos no son capaces de hacer frente a los circuitos integrados a gran
escala debido a la complejidad de implementacién. Los métodos cldsicos y contempordneos se
describen en [160, 161].

En [162] se enuncia una propuesta de aplicacion de la reduccién de grafos en el andlisis de

circuitos; se formula un mecanismo Binary Decision Diagram (BDD), junto con un proceso de

reduccién de grafos especifico. Para reducir se define un orden entre los simbolos que serian los
vértices del grafo.

Otros trabajos se refieren a reducir grafos que cumplen determinadas propiedades, para lo cual
realizan la reduccién encontrando determinadas subestructuras geométricas [163].

Estos algoritmos obtienen un grafo reducido con informacién suficiente para dar solucién a un
problema especifico, pero limitada para la busqueda de caminos 6ptimos de forma general.

el mismo presenta

1.3. Conclusiones del capitulo

Luego de realizar un estudio de los modelos para la representacion y andlisis de redes en SIG,
los algoritmos para la bisqueda de caminos 6ptimos y los algoritmos de reduccién de grafos

existentes, se concluye lo siguiente:

= [.os modelos que se utilizan en los SIG en la actualidad no permiten modelar de forma

30



Representacion y analisis de redes en SIG: Bases conceptuales

natural una red de transporte, con el consecuente aumento en la complejidad de los
algoritmos utilizados para el andlisis de las mismas y las limitaciones de escalabilidad.
Los algoritmos de busqueda de caminos Optimos cldsicos no presentan un rendimiento
adecuado cuando el grafo sobre el que se ejecuta es grande.

Se han desarrollado varios algoritmos para la bisqueda de caminos 6ptimos en grafos
grandes pero no se hace referencia a la forma de almacenamiento de los mismos para
garantizar escalabilidad y eficiencia.

En los algoritmos de bisqueda de caminos 6ptimos estudiados se utilizan determinadas
heuristicas especificas de un problema o del lugar donde se aplica la implementacién del
algoritmo, lo que trae consigo que no siempre se puede obtener el camino 6ptimo.

Existe una tendencia en las investigaciones relacionadas con la disminucién del tiempo
de ejecucion de la bisqueda de caminos Optimos. La misma estd relacionada con la
disminucién del espacio de busqueda de solucion con la consecuente introduccion de un
error en el resultado, sin embargo no se realiza transformacion en el grafo que representa
la red, lo cual motiva el uso de algiin mecanismo de reduccién de grafos que permita
realizar bisquedas de caminos 6ptimos garantizando escalabilidad y eficiencia.

Los algoritmos de reduccion de grafos estudiados eliminan informacion del grafo original,
lo que trae consigo la introduccién de un error en la biisqueda de caminos 6ptimos de
forma general. A partir de esto se puede decir que no se cuenta con un mecanismo de
reduccion general que sea aplicable en varias ramas de la ciencia independientemente de
la informacidn que se represente.

Existe la necesidad de desarrollar un modelo para la representacion de redes basado en
grafos reducidos, que garantice escalabilidad y eficiencia en la busqueda de caminos

Optimos cuando las redes son grandes.
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2. MODELO BASADO EN GRAFOS REDUCIDOS PARA LA
REPRESENTACION Y ANALISIS DE REDES EN SISTEMAS DE

INFORMACION GEOESPACIAL

N este capitulo se presenta un modelo para la representacion y andlisis de redes en SIG.
EHaciendo uso del mismo se realiza la biisqueda de caminos 6ptimos de forma eficiente y
escalable cuando las redes son grandes.

Existe una amplia variedad de definiciones de modelo, a pesar de sus diferencias, todas tienen
en comun que un modelo es una representacion tedrica o grafica de un fenémeno, en el mismo
se trata de especificar los elementos fundamentales que caracterizan el fendmeno asi como las
relaciones entre estos.

En el marco de este trabajo se utilizard la definicién de modelo que propone Frangois E. Cellier,
la cual plantea que un modelo (M) para un sistema (S) y un experimento (E) es cualquier cosa a
la cual se le puede aplicar E para responder preguntas sobre S [164].

En la Figura 2.1 se muestra un esquema que representa los componentes del modelo que se
propone. A continuacion se expone en detalle cada uno de los componentes de este modelo asi

como las relaciones existentes entre los mismos.

2.1. Representacion de una red mediante un grafo

Para representar una red mediante un grafo se parte de un mapa que contenga una capa vectorial
que represente dicha red. En primer lugar se propone el uso de un algoritmo que obtenga las
intersecciones entre cada par de segmentos de la red, para ello se propone el uso del algoritmo
FINDINTERSECTIONS presentado en [165]; el mismo tiene complejidad temporal O(nlgn +

I'lgn), donde n es la cantidad de segmentos e [ la cantidad de intersecciones entre todos los
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Una capa vectorial
que representa una red
¥

Representacion de una red mediante un grafo

N
‘ Algoritmo 1 (Obtener grafo) H Algoritmo 2 (Obtener aristas) ‘ ‘ Grafo

Y

Reduccién de grafos

Algoritmo 3 (Reducir grafo) ‘ y

R le— \ ) Grafo reducido
Algoritmo 4 Algoritmo 8
Obt ticio i0 P . . .
(Obtener particién) (Calcular funcién f) Vértices interiores y exteriores

Algoritmo 5 Algoritmo 7 I Reglas de reescrituras
(Construir vértices reducidos) (Construir conjunto de reglas de reescritura) 9
4 .
‘ Algoritmo 6 (Construir aristas) ‘ Funcion f

Indicaciones metodoldgicas

Anélisis de redes /
Algoritmo 9
(Buscar camino minimo)
) | T )
Algoritmo 10 Algoritmo 13
(ExpandirE) (mDijkstra)
Algoritmo 11 Algoritmo 12 Base Conceptua|
(Obtener vértice reducido) (Expandir vértice reducido)

Figura 2.1: Componentes del modelo propuesto.

segmentos.
Este algoritmo tiene como salida el conjunto de intersecciones entre todos los segmentos que
recibe como pardmetro, asi como los segmentos relacionados con cada interseccion. A partir de

estos datos, se puede crear un grafo haciendo uso del Algoritmo 1.

Algoritmo 1 ObtenerGrafo
Entrada: Listade lineas (I_lineas) y una lista de puntos por cada segmento (I_intersecciones) que representa las intersecciones

que contiene cada segmento con el resto de los segmentos
Salida: Un grafo
D G={H{D

. Para todo linea € I_lineas hacer

—_

aristas = Determinar Aristas(linea, l_intersecciones|c])

2
3
4: adicionar Aristas(G, aristas)
5: Fin Para

6

. Retornar G

Para determinar las aristas (paso 3 del Algoritmo 1) se propone el Algoritmo 2. Se debe tener en
cuenta que una arista estd conformada por cuatro valores: vértice de origen, vértice de destino,
costo de la arista (puede ser un vector de valores que represente distintos tipos de costo) y
su geometria. Como esta arista modela una porcién de una red existente en el mundo real, es

importante tener acceso a su geometria. Esto puede ser ttil si en un futuro se desea obtener
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imégenes relacionadas con anélisis realizados sobre el grafo. Por ejemplo, para dibujar en un
mapa el camino éptimo buscado sobre una determinada red. En el disefio de este algoritmo se
asume, sin perder generalidad, que existe una funcién denominada C'osto que devuelve el costo
de una arista. Esto es necesario debido a que el costo de transitar una arista puede calcularse
de diversas formas en dependencia de la informacién que exista sobre la misma. Por ejemplo,
el costo puede ser la longitud de la arista, puede tenerse en cuenta variables como el tiempo, la

calidad de la arista (la calle en caso de una red de viales), entre otros factores.

Algoritmo 2 DeterminarAristas
Entrada: Una linea (linea) que representa una porcion de la red y una lista de puntos (I_puntos)

Salida: Un conjunto de aristas que representan la linea de entrada

—_

. aristas = {}
2: Sil_puntos|0] # linea]0] entonces Insertar(I_puntos, 0, lineal0]) {Insertar en la primera posicion de la lista de puntos el
primer punto de la linea que se analiza}

3: Sil_puntos[Longitud(l_puntos)] # linea[Cantidad_de_Puntos(linea)] entonces

£

Adicionar(l_puntos, linea[Cantidad_de_Puntos(linea)]) {Adicionar al final de la lista de puntos el dltimo punto de la
linea que se analiza}
Fin Si
Calcular la distancia desde el primer punto de la linea hasta cada punto de la lista de puntos haciendo uso de la geometria
Ordenar la lista de puntos segun la distancia calculada

o N o2 g

Para : = 0 hasta ¢ < Longitud(l_puntos) — 1 hacer

9: a = ExtraerGeometria(linea, |_puntos[i],l_puntos[i + 1])
10: Adicionar(aristas, |_puntos(i], |_puntos[i + 1], Costo(a), a)
11: Fin Para

12: Retornar aristas

2.1.1. Analisis de complejidad

En este epigrafe se calcula la complejidad temporal, segin el enfoque tedrico, de los algoritmos
1 y 2 propuestos en el epigrafe anterior. Para el cdlculo de la misma se determina la complejidad
de cada paso del algoritmo y se utilizan las reglas de la suma y la multiplicacién de la notacién

asintética “o grande” (O) para obtener la complejidad de dichos algoritmos.
Analisis del Algoritmo 2: Determinar las aristas del grafo que representa la red

Haciendo uso de una implementacion de lista enlazada con apuntador al inicio y al fin de la lista,
se pueden realizar las operaciones de insercién y adicién en un tiempo O(1). A partir de este

criterio, se muestra la complejidad de cada paso del algoritmo.
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= Pasos 1-5 O(1).

= Paso 6 O(m), m es la cantidad de segmentos que contenga la linea recibida por pardmetro.

= Paso 7 O(nlg(n)), n es la cantidad de puntos recibidos por pardmetro o la cantidad
de intersecciones sobre la calle. Este tiempo se logra haciendo uso de un algoritmo de

ordenamiento como el algoritmo heapsort.

= Pasos 8-11 O(n xm).

e Paso 9 O(m).
e Paso 10 O(1).

Aplicando la regla de la suma se puede concluir que la complejidad del Algoritmo 2 es O(nxm).
Analisis del Algoritmo 1: Obtener un grafo que representa una red

Sea n la cantidad de lineas existentes en la capa del mapa que constituye la entrada del
modelo, m el mayor valor entre las cantidades de segmentos de dichas lineas e I la cantidad
de intersecciones entre todos los segmentos.

A continuacion se muestra la complejidad de cada paso del algoritmo.
» Paso 2-50(n [ xm).

e Paso 3 O(I xm).
e Paso4 O(1).

Se puede concluir que la complejidad es O(n * I *m).

La capa del mapa que representa la red puede ser construida de forma tal que un elemento
de la red (una calle en el caso de una red de viales) esté divido en varios segmentos segun se
interseque con otros elementos; sistemas como OpenStreetMap almacenan los mapas siguiendo
este principio. Si el mapa de entrada cumple con la condicién anterior, la complejidad estaria

dada por O(n * I).

2.2. Reduccion de grafos

En este epigrafe se presentan definiciones y algoritmos relacionados con el proceso de reduccion
de grafos propuesto como parte de la presente investigacion. Se muestra ademds la complejidad

temporal de los algoritmos enunciados.
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En las gramdticas de grafo (ver Definicién 1.1.3.15) reviste particular importancia la definicién
de regla de reescritura. Este formalismo es utilizado para transformar un grafo en otro siguiendo
determinados principios.

En el modelo propuesto, las reglas de reescritura de grafo se utilizan con el objetivo de garantizar
que no exista pérdida de informacién. En el caso de la presente investigacion, siempre estaran
referidas a un solo vértice. Por otra parte, la funcion ¢ se debe sustituir por las funciones v;,, y
Your; las cuales especificardn la informacién de empotrado relacionada con las aristas que entran
y salen respectivamente del vértice relacionado con la regla de reescritura.

Ademds, la imagen de las funciones 1;, y ¥, es el conjunto {0, 1} por lo que, desde un punto
de vista practico, se puede asumir que se especifican explicitamente solo los valores para los
cuales la imagen de las funciones toma el valor uno y para los que toma el valor cero no se
representan en la regla de reescritura. Teniendo esto en cuenta, las funciones antes mencionadas
se pueden definir como cuddruplos de la forma (V;, R*, R* (V — {v;})).

A continuacidn se introducen las definiciones de regla de reescritura de grafos, grafo reducido y

grafo reducido a partir de un grafo, las cuales pertenecen al autor del presente trabajo [166].

DEFINICION 2.2.1 Una regla de reescritura de grafos sobre un grafo G = (V, E, f.) es un
cuddruplo de la forma (G;, G, Vin, Your), donde:

» Gy = ({vi},{}) es un grafo, donde v; € V.
» G; = (V;, E;) es un grafo.
" Yin, Your SON dos conjuntos formados por cuddruplos de la forma (v,,, c1, c2,v,,), donde:

c1,¢2 € RT vy € Vv, € (V —{v}).

Para que un cuddruplo (v, c1,ca,v,) pertenezca a vy, se debe cumplir que exista la arista
(Un,v;) en el grafo G; ademds, el costo de la arista debe ser cy. Luego de aplicar la regla de
reescritura, se obtiene el grafo G, = (V1, Ey, fe1) y se cumple que la arista (v, v,,) pertenece
al nuevo grafo y tiene costo cy. Andlogamente se define 1., con la unica diferencia de la

orientacion de las aristas.

Las aristas que unen el vértice v; y los vértices del grafo G — (G; se denominan aristas

preempotradas. Después de aplicar una regla de reescritura, las aristas que unen los vértices del
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grafo G con los vértices del grafo G — (G; se denominan aristas postempotradas. La informacion
de empotrado 1;,, permite transformar el conjunto de aristas preempotradas que inciden en el
vértice v; en aristas postempotradas que inciden en uno o mas vértices v; € V;; de forma similar
Yot permite transformar las aristas preempotradas que salen de v; en aristas postempotradas que
salen de uno o mds vértices v; € V.

Teniendo en cuenta la definicidn de regla de reescritura enunciada anteriormente, en la Figura
2.2 se muestra una regla de reescritura utilizando el mecanismo NCE. Se puede comprobar, que
luego de aplicar dicha regla al grafo de la Figura 2.3(a) segtn el mecanismo seleccionado, se

obtiene el grafo de la Figura 2.3(b).

Yin = { U472 2 Uz U6,3 3, U3
¢out - U47 10 10 U?

Figura 2.2: Ejemplo de regla de reescritura sobre el grafo de la Figura 2.3(a). En la parte
izquierda se muestra el grafo G; = ({v.1}.{}), en la parte derecha se muestra el grafo G; =
({va,v6}, {(va,v6), (v6,v4)}) ¥y €n la parte inferior se muestra la informacion de empotrado v, y ¥out-

Los vértices v, y v3 que aparecen ;,, pertenecen al grafo sobre el que definio la regla de reescritura.

(a) Grafo reducido (b) Ejemplo de grafo

Figura 2.3: Ejemplos de grafos.
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Para referirse a un grafo de la regla de reescritura asociada a un vértice reducido v, se utilizara
la notacién v,.G; y v,.G;. Andlogamente, se utilizard la notacion v,.1;, y vy.10 para referirse

a los conjuntos ¥, y ¥, de la regla de reescritura asociada al vértice v,..

DEFINICION 2.2.2 Un grafo reducido es un cuddruplo G, = (V,, E,, f, R), donde:

» V. es un conjunto de vértices.

» [, es un multiconjunto de aristas, donde cada arista es un par ordenado de vértices.
Opcionalmente puede tener un valor que la identifique y una lista de atributos.

w [V x Vo x V. — (RY|U{o0}), es una funcion que para cada trio de vértices (v;, v;, vy)
retorna el costo de ir desde v; hasta vy, a través de vj, siendo vy, adyacente a v; y v;
adyacente a v;.

» R es un conjunto de reglas de reescritura sobre (V,., E,.).

Si el conjunto R de un grafo reducido es vacio, la funcién f puede ser calculada a partir de la

funcién de costo del grafo ponderado de la siguiente forma: f(v;, v;, vi) = fe(vi, vj)+ fe(vj, v).

DEFINICION 2.2.3 Sean G y G, dos grafos y R = {r1,rs,...,r,} un conjunto de reglas de
reescritura de grafos. Se puede afirmar que G, es un grafo reducido a partir de G, si al aplicar

las reglas de reescritura especificadas en R al grafo G, se obtiene el grafo G.

2.2.1. Algoritmo de reduccion de grafos

Cuando se menciona el grafo original, se hace referencia al grafo que es entrada de la iteracién
del algoritmo que se esté ejecutando. Este grafo puede ser distinto al existente antes de ejecutar
el algoritmo de reduccién por primera vez.

El algoritmo de reduccion disefiado se considera el principal aporte de la investigacion ya que
reduce un grafo sin que exista pérdida de informacién en el proceso, lo que contribuye a realizar
andlisis sobre el grafo reducido y obtener los mismos resultados que se obtienen en el grafo sin
reducir. Ademds, el hecho de que no exista pérdida de informacién hace posible su uso en la
reduccidn de varios tipos de grafos.

La propuesta tiene como entrada un grafo y una particion sobre los vértices del grafo de entrada.

Sin embargo, puede ser necesario refinar esta particion; ya que para obtener un camino en
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el grafo reducido, de igual costo que el que se obtiene con el algoritmo de Dijkstra en el
grafo original, es necesario que en dicho grafo reducido no existan pares de vértices que sean
adyacentes y a su vez reducidos. Para contribuir a garantizar tal propdsito, se introduce la

siguiente definicion:

DEFINICION 2.2.1.1 Sea un grafo G = (V, E) y una particién P sobre V, un vértice v; € V es
interior si Yv; € V, tal que v; y vj son adyacentes, se cumple que v; y vj pertenecen a la misma
clase de P. Un vértice v; es exterior si Jv € V, tal que ((v,v;) € E o (v;,v) € E)yv; y vj no

pertenecen a la misma clase de P.

El primer paso del algoritmo de reduccion consiste en refinar la particién que es entrada de dicho

algoritmo. Para ello se sigue la siguiente estrategia:
= Dos vértices estdn en la misma clase de la particion si y solo si:

e Estan en la misma clase de P.

e Son vértices interiores.

= Siun vértice es exterior, se crea una nueva clase que contiene solo a dicho vértice.

En la Figura 2.4 se ilustra con un ejemplo el uso de la definicion de vértice interior y exterior

para refinar la particion que es entrada del algoritmo.

Particién inicial Particion refinada

Figura 2.4: Ejemplo de refinamiento de la particion para crear los vértices del grafo reducido. En el grafo
de la izquierda se puede apreciar que los vértices 3, 4, 5 y 6 son exteriores; por cada uno de dichos

vértices se creara una clase en la nueva particion.

Teniendo en cuenta lo anterior, se propone el Algoritmo 3 para refinar una particion.
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Algoritmo 3 RefinarParticion
Entrada: Un grafo G = (V, E) y una particién P sobre el conjunto de vértices V'

Salida: Una particion Pa
: Pa={}

—_

. Paratodo v; € V hacer
Int, = {}
Para todo v; € V,v; # v; hacer

Si v; y v; pertenecen a la misma clase de P and EsInterior(G, P,v;) entonces

2

3

4

5

6: Adicionar(Inty,v;)

7 Sino Si v; y v; pertenecen a la misma clase de P entonces
8 Adicionar(Pa,{v;})
9 Fin Si

0 Fin Para

11: Si Int, # ¢ entonces Adicionar(Pa, Int,)
12: Fin Para

13: Retornar Pa

Por cada clase de la particiéon refinada se crea un vértice en el grafo reducido. Si la
cardinalidad de la clase es mayor que uno, el vértice que se crea se considera reducido; en
otro caso se considera no reducido. Ademads, se propone el uso de una funcién (en este caso
Obtener Nombre) que a partir de una clase de la particién, devuelve un identificador que serd
asociado a dicho vértice. En caso de que la clase tenga cardinalidad mayor que uno, la funcién
retornard el valor del atributo utilizado para crear la clase; si la cardinalidad es uno, se retorna el
identificador del vértice correspondiente a la clase en el grafo original.

Para construir el conjunto de vértices V,. del grafo reducido a partir de la particién P se utiliza
el Algoritmo 4.

Las aristas del grafo reducido se crean a partir de las clases de la particion refinada y del grafo
original. Para ello se analiza cada par de clases de la particion, y si existe una arista entre dos
vértices que pertenecen a clases distintas, se adiciona al grafo reducido.

A medida que se van adicionando las aristas al grafo reducido se debe ir actualizando la funcién
de costo f, del grafo reducido GG, que se devolverd como salida del algoritmo de reduccién. El
pseudo-cddigo para crear las aristas se muestra en el Algoritmo 5.

Para construir las reglas de reescritura del grafo reducido se parte de la Definicién 2.2.1. Se
crea una regla por cada vértice reducido (o por cada clase de la particién que tenga cardinalidad

mayor que uno). Este es un paso esencial en el algoritmo de reduccidn, es el que permite que no
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Algoritmo 4 ConstruirVertices Reducidos
Entrada: Una particion P = {A1, As, ..., As}
Salida: El conjunto de vértices V;. formado por s vértices
10 Ve=f}
2: Paratodo A; € P,i = 1..s hacer

3: Si |A;|>1 entonces

4: Adicionar(V;, Obtener Nombre(A;)) {La funcion Obtener Nombre devuelve el valor del atributo utilizado para crear
la clase A;.}

5: Sino

6: Adicionar(V;, Obtener Nombre(A;)) {En caso que |A;| = 1, la funcién Obtener Nombre devuelve el identificador,

en el grafo original, del Unico vértice que pertenece a la clase.}
Fin Si
Fin Para

© » o

. Retornar V,

Algoritmo 5 Construir Aristas
Entrada: Una particion P = {A1, Aa, ..., As} y un grafo reducido G = (V, E, f, R)
Salida: El conjunto de aristas E,

1. Paratodoe,, € A;,en € Aj,i # j,talque i, j = 1..s hacer

2 v; = Obtener Nombre(A;),v; = Obtener Nombre(A;)

3 Si (em,en) € E,and f(em,em,en) < f(v;,v;,v;) entonces
4 Adicionar(Er, vi, vj)

5: f(vi,vi,v5) = f(em,em,en)

6 Fin Si

7: Fin Para

8: Retornar E,

haya pérdida de informacion en la reduccidn del grafo y ademds garantiza que se pueda obtener
el grafo original a partir del grafo reducido.

Segitin la Definicion 2.2.1, una regla de reescritura sobre un grafo G = (V, F, f.) es un cuadruplo
de la forma (G;, G}, Vin, Yout). En este paso se crea una regla de reescritura por cada clase

A;, |A;| > 1 como se muestra en el Algoritmo 6, donde:

» Gy = ({vi} {}), Ai = [u].

» G, = (A, E;, f;) es un subgrafo de G = (V, E, f., R), donde 3(u,v) € E; siy solo si
(u,v) € Eyu,v € A;, ademds f.;(u,v) = f.(u,v).

= El conjunto 1, estd formado por cuadruplos de la forma (v,,,c1,co,v,), que deben
cumplir lo siguiente: ¢; = ¢3 = fo(Vn, V3), Um € Ajy v, € (V — A;), v, v;) € E.

= Andlogamente, el conjunto t,,, estd formado por cuddruplos de la forma (v,,, ¢1, ¢, vy,)
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que deben cumplir lo siguiente: ¢; = ¢3 = f(vi, V), U € Ajy v, € (V — Ay), (05, 0,) €
E.

Algoritmo 6 Construir ReglasReescritura
Entrada: Una particion P = {A1, Aa, ..., As} y un grafo reducido G = (V, E, f, R)
Salida: El conjunto de reglas de reescritura R

1: R={}

2: Paratodo A; € P,i = 1..s, tal que |A;| > 1 hacer
3 G; = ({Obtener Nombre(A;)},{}),V; = A E; = {}
4 Para todo v, v, € V;, m # n hacer
5: Si (vm,vn) € E entonces Adicionar(Ej, (v, v5)), fj(vi,vi,v5) = f(vi, vi,v5)
6 Si v; es reducido en G entonces
7 Para todo v, € Adyacentes(v;, G) hacer
8 fi(vi, v, vk) = f(vi,v5,vk)
9: Fin Para
10: Fin Si
11: Fin Para
12: R; = Obtener R(Vj}, R) {Obtiene las reglas de reescritura asociadas a V;. Note que si no es la primera vez que se reduce

el grafo original, G; puede ser un grafo reducido y se deben tener en cuenta las reglas de reescritura asociadas a los
vértices del mismo.}
13: Gj:(Vj,Ej,fj,Rj)

14: Para todo v € V; hacer

15: ady = AristasQueEntran(vi, G, [vg] — V;) {Devuelve todos los vértices v € ([v] — V;), tal que 3(v, vy) € E}
16: Para todo v € ady hacer

17: Adicionar(Yin, (v, f(v,v,vg), fe(v,v,vk), V)

18: Fin Para

19: ady = AristasQueSalen(vy, G, [vg] — V) {Devuelve todos los vértices v € ([vg] — V;), tal que I(vg, v) € E}
20: Para todo v € ady hacer

21: Adicionar (Yout, (v, f(vk, vk, v), f(Vk, Vk, V), Vk))

22: Fin Para

23: Fin Para

24: Adicionar (R, (Gi, Gj, Yin, Yout))
25: Fin Para

26: Retornar R

En el caso de la reduccién de un grafo, teniendo en cuenta el costo de las aristas para la bisqueda
de caminos Optimos, los valores de c; y co son iguales. Sin embargo, de forma general estos
valores pueden ser distintos.

En primer lugar, se crea el grafo GG;; el mismo estd formado por un vértice que representa la
clase correspondiente de la particion refinada. Luego se crea el grafo GG, formado por todos los

vértices que pertenecen a la clase en cuestion y las aristas existentes entre dichos vértices en el
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grafo original. Para crear la informacién de empotrado, por cada arista del grafo original que
incide en vértices que pertenecen a la clase de la particion, se adiciona un cuddruplo al conjunto
Vi, ¥y por cada arista del grafo original que sale de un vértice de la clase hacia un vértice que
no pertenece a dicha clase se adiciona un cuddruplo en v,,,; que representa la arista en cuestion.
De esta forma se garantiza que cuando se apliquen las reglas de reescritura al grafo reducido, se
obtenga un nuevo grafo con los mismos vértices y aristas del grafo original; por lo que se puede
afirmar que el proceso de reduccion es reversible y no presenta pérdida de informacién.

El dltimo paso consiste en calcular la funcién f del grafo reducido. Esta funcién almacena, para
cada trio de vértices (v;, v;, vy ), con v, adyacente a v; y v; adyacente a v;, el costo de ir desde v;
hasta vy, a través v;. Ademas, dicha funcion puede ser vista como el mecanismo para almacenar
el costo de pasar por un vértice reducido.

Para calcular la funcién f, se crea un grafo auxiliar por cada vértice reducido a partir del grafo
G de la regla de reescritura correspondiente. El objetivo de este grafo auxiliar es tener un grafo
sobre el que se pueda realizar modificaciones para utilizarlo en el cédlculo de la funcién antes
mencionada.

Luego de adicionar los vértices y aristas del grafo G; al grafo auxiliar, se adicionan los vértices
adyacentes a cada vértice que pertenezca al grafo GG;. Estos vértices adyacentes se almacenan
en la variable vertices Adyacentes para ser utilizados en pasos posteriores.

Sobre el grafo auxiliar creado se aplica el algoritmo de bisqueda de caminos en grafos reducidos
propuesto en el epigrafe 2.3.1 (ver Algoritmo 12), tomando como vértice de origen (v,) cada
uno de los vértices almacenados en la variable vertices Adyacentes; cada vez que se invoca
este algoritmo se debe ir actualizando la funcién f como se muestra en el paso 15.

La funcién calculada almacena, ademads del costo de ir de un vértice a otro pasando por uno
reducido, el propio camino; o sea, la secuencia de vértices a seguir de forma tal que con este
valor precalculado se reduce el tiempo necesario para mostrar el camino éptimo.

Para calcular el camino antes mencionado se utiliza la funcién C'amino. La implementacion de
esta funcion parte del hecho que Pr es un vector que representa los predecesores de cada vértice
en el camino 6ptimo desde el vértice de origen (v,) hasta el resto de los vértices del grafo. Para

obtener el camino desde v, hasta v, se recorre el vector Pr calculando cudl es el predecesor

44



Modelo basado en grafos reducidos para la representacion y analisis de redes en SIG

vy del vértice vy (v, = Prlvg)), después se calcula el predecesor de vy, este proceso se repite
hasta que el predecesor de algtin vértice del camino coincida con el vértice de origen v,; luego
la concatenacion de cada vértice, en orden inverso al encontrado, seria el camino 6ptimo desde
v, hasta v,.

De la explicacién anterior se deduce que la complejidad del paso 15 es O(n), donde n es la
cantidad de vértices del grafo G

El pseudo-cédigo para calcular la funcién f se muestra en el Algoritmo 7.

Algoritmo 7 Calcular f
Entrada: Un grafo reducido G = (V, E, fr, R), los subgrafos G; = ({v;},{}) y G; = (4s, E;, f;, R;) de la regla de reescritura
asociada a una clase de equivalencia A; de la particién P y la funcién f (este Gltimo pardmetro es pasado por direccién)

Salida: La funcion f para el vértice reducido correspondiente a A;
: Crearun gl'afO auxiliar Gauz = (Aaua:7 Eauz7 fauzy Rauz) - Gj = (Am Ei7 fj7 R])

_

. wverticesAdyacentes = {} {Inicializar la variable vertices Adyacentes}
: Paratodo v;,v;,v; € Aguz,v; € Adyacentes(v;, G) hacer
Siv; ¢ A; entonces

2
3
4
5: AdicionarVertice(Gauz, v;)
6 AdicionarArista(Gauz, Vi, Vj)
7 Faua (b,b,0) = fr(vj, 05, v7)
8 fauz(v,v,b) = fr(vi,vi,v;) {Note que el vértice v; adyacente a v; no es un vértice reducido}
9: Adicionar(vertices Adyacentes, vj)
10: Fin Si
11: Fin Para
12: Paratodo v, € verticesAdyacentes hacer
13: M Dijkstra(vo, Gauz) {Ver Algoritmo 12}
14: Para todo v, € verticesAdyacentes, v, # vgq hacer
15: f(vo,vi,vq) = (D[vg], Camino(ve,vg, Pr)) { Dy Pr forman parte del resultado del Algoritmo 12. Para descripcion
de la funcién Camino ver epigrafe 2.2.1}
16: Fin Para
17: Fin Para

Finalmente, se crea un grafo reducido utilizando los conjuntos de vértices, aristas, reglas de
reescritura y la funcién f. El pseudo-c6digo para reducir un grafo se muestra en el Algoritmo 8.
El algoritmo de reduccion de grafos enunciado en este trabajo tiene particular importancia en el
trabajo con mapas, debido a que los mismos siempre se muestran al usuario a una determinada
escala. Contar con un grafo reducido con el algoritmo propuesto permite realizar andlisis de
redes en funcion de una determinada escala. Por ejemplo, si el grafo que representa la red de

viales de Cuba se reduce agrupando todos los vértices que estdn en una misma provincia, el
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Algoritmo 8 ReducirGrafo

Entrada: Un grafo G = (V, E, f, R), donde R es un conjunto de reglas de reescritura, posiblemente vacio y una particiéon P

sobre el conjunto de vértices V'
Salida: Un grafo ponderado reducido que representa el mapa
1: P = RefinarParticion(G, P)
V, = ConstruirVertices Reducidos(P)
E, = ConstruirAristas(P, Q)
R, = Construir ReglasReescritura(P, G)
fr=09
Para todo A; € P, |A;| > 1 hacer

N g R b

Calcular f(G, Rr[A;].Gi, Rr[A;].Gj, fr) {Calcular el costo de pasar por el vértice reducido correspondiente a la clase

A; de P (ver Algoritmo 7). Note que f, es un parametro pasado por direccion.}

®

Fin Para
9: Crear el grafo reducido G, = (Vi Er, fr, Rr)
10: Retornar G.

grafo reducido resultante representa el mapa a escala de provincia como se muestra en la Figura
2.5; esto trae como consecuencia simplicidad en el andlisis que se realice, ya que a una escala
determinada pudieran perder importancia algunos objetos geograficos, debido a que a esa escala

los mismos no son visibles o no son de interés para el andlisis que se realiza.

(a) Mapa de Cuba (b) Grafo reducido de las redes de viales de
Cuba

Figura 2.5: Representacion de redes de viales en un grafo reducido.

2.2.2. Analisis de complejidad

En este epigrafe se calcula la complejidad temporal, segin el enfoque tedrico, de los algoritmos
propuestos en la seccion anterior.
En un grafo que modela una red de un mapa, un vértice representa la interseccion entre dos o més

lineas y una arista representa un fragmento de linea que une dos intersecciones. Debido a esto,
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generalmente no existirdn aristas que se crucen, es por ello que se asume en esta investigacion
que los grafos que representan redes modeladas a través de un mapa son grafos planares.

Ademas, en un grafo con estas caracteristicas el grado de un vértice es, generalmente igual a 4,
excepto en algunos casos; por lo que se asume que el grado de un grafo que representa una red

de este tipo serd menor o igual que 10 (AT (G) < 10).
Analisis del algoritmo 3: Obtener Particion

La complejidad temporal, en este caso, estd determinada por la cantidad de pares de vértices que
se pueden formar a partir del conjunto V' y por el grado del grafo; por lo que seria O(n?*A™(G)),
donde n es la cantidad de elementos del conjunto V. Teniendo en cuenta que A" (G) < 10, la

complejidad temporal de este algoritmo es O(n?).
Analisis del algoritmo 4: ConstruirVertices Reducidos

Este algoritmo realiza s = |P| iteraciones y en cada iteracién se realizan operaciones de

complejidad O(1), por lo que la complejidad en este caso es O(s).
Analisis del algoritmo 5: Construir Aristas

Este algoritmo itera sobre cada posible par que se pueda formar entre las clases de P, por lo
que el ciclo presente en el mismo itera s* veces, donde s es la cantidad de clases de P. Ademds,
por cada iteracion se debe comprobar si existe una arista en el grafo original que cumpla con las

condiciones expuestas en el algoritmo, accién que requiere |E| iteraciones.
= Pasos 1-7 O(s? % |E|).

e Pasos 3-6 O(|E]). Note que hay que comprobar, en el peor de los casos, todas las

aristas.

Teniendo en cuenta la planaridad del grafo y por tanto la relacion entre la cantidad de vértices
y aristas, la complejidad temporal de este algoritmo es O(s® * n), donde n es la cantidad de
vértices del grafo original.

En la presente propuesta se recomienda que la cantidad de vértices del grafo reducido sea menor
o igual a la raiz cuadrada de la cantidad de vértices del grafo original, para ello se debe crear una

particién que tenga no mds de /7 clases. Sustituyendo s por /n, la complejidad seria O(n?).
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Analisis del algoritmo 6: Construir ReglasReescritura

Para el andlisis de la complejidad en este caso, se toma en cuenta que a; = maz|[|A4;|, A; € P]
y ¢, es la cantidad de clases de P que tienen mds de un elemento (la cantidad de vértices

reducidos).
» Pasos 2-25 O(c,, * a? * AT(G)).

e Pasos 4-11 O(a? x AT(G)).
e Pasos 14-23 O(a; * AT (G))).

o Pasos 16-18 O(A~(G)).
o Pasos 20-22 O(A™(QG)).

Teniendo en cuenta que AT(G) < 10, la complejidad temporal es O(c,, * a?). Ademds,

suponiendo que se hace una reduccién donde la cantidad de vértices reducidos es /n (como

se recomienda en este trabajo) y n es la cantidad de vértices del grafo original, el valor maximo
2(n—y/n)

que puede tener ¢, es \/TE y el valor méximo de a; seria = /m - Yaque los vértices del grafo

original deben ser distribuidos entre los vértices reducidos. Siendo la complejidad, en este caso,
O(n?).
Analisis del algoritmo 7: Calcular f

Sea a; = max[|A;|, A; € P] el tamafio de la instancia para este algoritmo:

= Paso 1 O(a;).

= Pasos 3-11 O(a; * A*(G)). Note que se itera por cada par de vértices v; € Ay y v; €
Adyacentes(v, G), donde |Agy.| = a; y |Adyacentes(v, G)| < AT(G). Las operaciones
que estan dentro de la estructura condicional tienen complejidad O(1).

» Pasos 12-17 O((a; * A1 (GQ)) * maz[(a; * AT(G))1g(a; x AT (Q)), (a; * AT(G))]).

e Paso 13 O((a; x AT(G))lg(a; x AT(Q))).
e Pasos 14-16 O((a; * AT (G))).

Teniendo en cuenta que el grafo es planar y AT (G) < 10, la complejidad es, en el peor de los

casos, O(a?1g a;).
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Analisis del Algoritmo 8: ReducirGrafo

» Paso 1 O(n?).

» Paso2 O(s).

Paso 3 O(s? * n).

Paso 4 O(c,, * a?).

Pasos 6 - 8 O(c,, * a?lga;).

e Paso 7 O(a?lga;).

Suponiendo que el grafo reducido tiene /n vértices (s = /n = |P|,n > 0) y que a; =
mazx[|A;|, A; € PJ, el maximo valor que puede tomar a; es n — /n, por tanto, se cumple lo
siguiente:

a?lga; < (n—+/n)?lg (n — /n), desarrollando el miembro derecho de la desigualdad:
a?lga; < (n* — 2ny/n +n)lg (n — y/n), de donde,

O(a21ga;) < O((n? — 23/ + n) g (0 — V) = O(n?1g (n — /)

La cantidad de vértices reducidos ¢,, (c,, es la cantidad de clases A; de P, tal que |A;| > 1),

a lo sumo ¢, = \/75 (ver Corolario 3.1.3.1). Luego, la complejidad, en el peor de los casos, es

O(maz(n?, c,, xa?lga;)) = O(n*y/nlg(n — /n)).

2.3. Analisis de redes. Bisqueda de caminos 6ptimos

En este epigrafe se describe como hacer la busqueda de caminos 6ptimos sobre un grafo reducido
segun el Algoritmo 8. Para ello se debe tener en cuenta que se puede realizar el andlisis segtin

dos enfoques:

Enfoque 1: A escala, es decir, donde no se tengan en cuenta todos los objetos que existen en
la capa vectorial utilizada como entrada del algoritmo de reduccién. Por ejemplo, ;cudl es
el camino 6ptimo entre el municipio x y el y? Este tipo de pregunta debe estar acorde con
la reduccion realizada. Para ello se debe haber reducido el grafo segin una particion que

agrupe en la misma clase todos los vértices que pertenecen a un mismo municipio.

Enfoque 2: Teniendo en cuenta todos los objetos presentes en la capa del mapa utilizada como

entrada del algoritmo de reduccion.
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La diferencia principal entre estos dos enfoques radica en la forma de obtener el grafo sobre el
cual se va a realizar el andlisis.

En el primer enfoque se debe utilizar un grafo en el que todos sus vértices estén a un mismo
nivel de reduccion, es decir, que todos hayan sido reducidos utilizando la misma particién y por
tanto estdn a la misma “escala”.

En el segundo enfoque, en el grafo deben existir vértices con distintos niveles de reduccion. Esto
se debe a que cuando se hace una busqueda de camino 6ptimo en grafos grandes, el mecanismo
que provee el modelo para lograr eficiencia es tener varios vértices reducidos. Los vértices de

origen y de destino no pueden estar reducidos en aras de obtener resultados exactos.

2.3.1. Algoritmo para la biisqueda de caminos 6ptimos

Para hacer biisqueda de caminos 6ptimos siguiendo los dos enfoques planteados anteriormente,
se utiliza la estrategia que se explica a continuacion.

En primer lugar, se modifica el grafo reducido para realizar la bisqueda de caminos 6ptimos
en dependencia del enfoque que se desee seguir. Si el enfoque es el primero, es necesario tener
todos los vértices del grafo a un mismo nivel de reduccidn, segin la escala a la que se desee
realizar el andlisis. Para obtener este grafo se puede recorrer la lista de vértices del grafo y
expandir cada vértice reducido utilizando el Algoritmo 9. De esta forma, se obtendria el nivel
de reduccion anterior del grafo. Si es mas de un nivel, bastaria con volver a aplicar lo descrito
anteriormente.

Si el enfoque es el segundo, habria que expandir vértices reducidos aplicando el Algoritmo 10,
hasta que los vértices de origen (v,) y destino (vy) estén en el nuevo grafo.

Se deben realizar dos tipos de expansiones, en uno de ellos se expande un vértice reducido
(aplicando la regla de reescritura correspondiente) y en el otro, se deben realizar expansiones de
vértices reducidos hasta que aparezca en el grafo un vértice dado.

En el primer caso (Algoritmo 9) se parte de un vértice del grafo reducido y se aplica la regla de
reescritura asociada al mismo. Para ello se debe adicionar el grafo G; al grafo reducido, luego
se conectan los vértices de G con los vértices del nuevo grafo, segin 1, ¥ ¥y y por tltimo,

se elimina el vértice reducido que se estd expandiendo.
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Algoritmo 9 EzpandirV ertice Reducido
Entrada: Vértice v, a expandir y el grafo reducido (G,) al que pertenece

Salida: Un grafo, posiblemente reducido, resultante de aplicar la regla de reescritura asociada al vértice v,

_

Para todo ¢ € v..G;.E; hacer
AdicionarArista(Gr, e)

Fin Para

Para todo (u1, c1, c2,u2) € vr.1;, hacer
Adicionar Arista(Gr, (uz, u1, costo = c2))

Fin Para

Para todo (u1, c1, c2,u2) € vr.9out hacer
AdicionarArista(Gyr, (u1, uz2, costo = c2))

Fin Para

EliminarVertice(vr)

0T 9@ N a R 0

—_ -

Retornar G,

Algoritmo 10 ExpandirE
Entrada: Vértice a expandir (v.) y grafo reducido G
Salida: Grafo reducido G, = (Vi Er, f, R»), tal que ve € V.

1: Inicializar la variable nivel en la cantidad de niveles de reduccién del grafo

2: Repetir

3 v = ObtenerVertice Reducido(Gr, ve) {Obtener el vértice reducido que contiene al vértice ve}

4 Si v = null or v no es reducido entonces

5 Terminar

6: Fin Si

7 Expandir(v)

8 nivel = nivel — 1

9: Hasta nivel = 0 {Si el grafo se redujo n veces, hay que aplicar n expansiones para llegar a un vértice original.}

En el segundo caso (Algoritmo 10) se tiene en cuenta el cardcter jerarquico de las particiones.
Por ejemplo, si el grafo se redujo por municipio y luego por provincia, para obtener a través de
expansiones de vértices reducidos un vértice que se encuentra situado geogrificamente en un
determinado municipio, se debe expandir en primer lugar el vértice que se corresponde con la
provincia y luego el que se corresponde con el municipio.

Para obtener el vértice reducido que contiene a un vértice dado (paso 3 del Algoritmo 10), se
realiza un recorrido sobre el conjunto de vértices del grafo reducido y se comprueba con cuél
vértice reducido estd relacionado el vértice pasado como pardmetro. Para esto se hace uso de las
particiones utilizadas como entrada del Algoritmo 8 para reducir el grafo. Cuando se encuentra
el vértice reducido, se expande aplicando la regla de reescritura asociada a dicho vértice. El

pseudo-cédigo correspondiente se muestra en el Algoritmo 11.
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Algoritmo 11 ObtenerVertice Reducido
Entrada: Vértice a buscar (v) y grafo reducido G,

Salida: Veértice reducido (v,-) que contiene al vértice v

_

. Para todo v; € V,. hacer
2 Si (v; no es reducido and v; == v) or (v; es reducido and v; y v; pertenecen a la misma clase) entonces
3 Retornar v;

4: Fin Si

5: Fin Para

6

. Retornar null

Una vez que se tiene un grafo reducido en el cual los vértices de origen y destino son vértices
no reducidos, se aplica el Algoritmo 12 (M Dijkstra). El mismo estd diseiiado a partir de una

modificacion al algoritmo de Dijkstra.

Algoritmo 12 M Dijkstra
Entrada: Un grafo ponderado reducido G = (V, E, f, R) y un vértice de origen vorigen

Salida: Vector D,, de distancias minimas, vector Pr,, de predecesores
1: Cn = {}, cola = {} {La variable cola representa una cola con prioridad}
2: Paratodo v € V' hacer
3 Dn[v] = f(Vorigen, Vorigen; V), Pra[v] = vorigen
4 Adicionar(cola, v, Dy [v]) {Se adiciona el vértice v tomando como prioridad la distancia hasta el mismo.}
5: Fin Para
6: Mientras !Vacia(cola) hacer
7 wyn, = Extraer(cola), Cp, = Cp, U {wp}
8 Para todo v € Adyacentes(wy) hacer

9: Si Dn[v] > Dp[Profwn]] + f(Prawn], wn,v) entonces
10: Dy [v] = Dyp[Prpwn]] + f(Prawn], wn,v), Pra[v] = wn
11: Decrementar Llave(cola, v, Dy [v]) {Si Dy [v] es menor que la prioridad de v en la cola se modifica la prioridad.}
12: Fin Si
13: Si v es reducido entonces
14: Actualizar distancia y predecesor de cada vértice adyacente a v utilizando la funcién f
15: Fin Si

16: Fin Para
17: Fin Mientras

La modificacién realizada sigue el siguiente principio: cada vez que se actualiza la distancia
desde el pivote (ver paso 7, el vértice w,, se denomina pivote) hasta un vértice adyacente que
sea reducido (paso 13), se actualizan las distancias desde el pivote hasta todos los vértices
adyacentes a dicho vértice reducido, haciendo uso de la funcién f. Este algoritmo retorna un
vector D con las distancias minimas desde el vértice de origen al resto de los vértices, asi como

el vector Pr que contiene los predecesores de cada vértice en el camino 6ptimo desde el vértice

52



Modelo basado en grafos reducidos para la representacion y analisis de redes en SIG

de origen.

La funcién f, calculada durante el proceso de reduccién, es necesaria ya que para obtener un
camino optimo se requiere conocer el costo de pasar por un vértice reducido. Este valor no queda
asociado directamente a las aristas porque, en el caso de los grafos reducidos, el costo de una
arista depende del camino en el cual se encuentren los vértices que conforman la misma.

Como se puede apreciar en la Figura 2.6, el efecto que tiene el costo de ir desde el vértice 2 al
13 en el célculo de un determinado camino, depende si se llega al vértice 2 desde el vértice 7 o
desde el 6. Cada vértice reducido representa un subgrafo del grafo original por lo que el costo

de recorrer dicho subgrafo dependera del vértice desde el cual se llega al mismo.

Figura 2.6: Ejemplo de grafo reducido.

El algoritmo M Dijkstra es uno de los principales aportes del presente trabajo ya que garantiza
la obtencién de un camino 6ptimo en el grafo reducido, de igual costo que el camino 6ptimo
encontrado por el algoritmo de Dijkstra en el grafo original (sin reducir).

Para obtener el camino 6ptimo a partir del vector Pr de predecesores se calcula el antecesor del
vértice vg (Vaue = Prlvg]) en el camino desde v,. Luego, el antecesor del vértice encontrado
(Vauz) se calcula de la misma forma: v, = Pr(va..|. Este proceso se repite hasta que v, sea
igual a v,. El camino que se retorna es la concatenacion de todos los vértices encontrados, en
orden inverso.

El pseudo-cédigo para la bisqueda de caminos 6ptimos en grafos reducidos se muestra en el
Algoritmo 13.

A partir del Algoritmo 13 se puede afirmar que se brinda la posibilidad de realizar una busqueda
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Algoritmo 13 BuscarCaminoMinimo
Entrada: Grafo reducido G, vértice de origen v,, vértice de destino vy, enfoque y nivel = 0

Salida: Camino 6ptimo desde v, hasta vg
1: Sienfoque = 1 entonces

2 ObtenerGra foNivel(G, nivel)

3: Sino

4 Expandir E(Gr,vo)

5 Expandir E(Gr,vq)

6: Fin Si

7: MDijkstra(Gr,vo,vq) {Ver Algoritmo 12}

8: Retornar Camino(vo, vy, Pr)

de camino 6ptimo entre cada par de vértices del grafo original aplicando las reglas de reescrituras
apropiadas.

En un SIG, los vértices de origen y destino para una peticiéon de bisqueda de camino 6ptimo se
seleccionan generalmente haciendo uso del mapa, es decir, un usuario selecciona estos puntos
haciendo clic en el mapa que muestra el sistema.

En este sentido, se asume que cuando un usuario selecciona un vértice de origen o destino, el
SIG realiza una expansion de un vértice reducido teniendo en cuenta la porcion del mapa que se
estd mostrando y el punto seleccionado.

Si un sistema para realizar busquedas de caminos 6ptimos es implementado de esta forma, el
tiempo que se requiere para expandir un vértice reducido seria irrelevante para la busqueda de
caminos 6ptimos, considerando que la expansién de un vértice reducido tiene complejidad lineal

O(a;), donde a; = maz{|Ail|, A; € P}.

2.3.2. Analisis de complejidad

A continuacién se muestra la complejidad de los algoritmos propuestos en la seccidn anterior.
Para ello se asume que G, = (V,, E,, f,, R,) es el grafo reducido sobre el que se ejecutan los
algoritmos, G; es el subgrafo de la parte izquierda de una regla de reescritura asociada a un

vértice reducido y a; = maz[|A4;|, A; € P] = max[|v.Gj|,v € V;].
Analisis del algoritmo 9: ExpandirV ertice Reducido

» Pasos 1-3 O(|v,.G;.Ej|).

» Pasos 4-9 O(a; * AT(G,)).
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Teniendo en cuenta el criterio de planaridad del grafo GG, y el grado mdximo del mismo, la

complejidad de este algoritmo es O(a;).
Analisis del algoritmo 10: ExpandirE

» Pasos 2-9 O(n.) = O(ng) *max(O(n,,), O(a;)), donde n., es la cantidad de reducciones
realizadas para obtener el vértice reducido v, que contiene el vértice v. que recibe el

algoritmo como parametro

e Paso 3 O(n,), es la complejidad asociada a invocar el Algoritmo 11:

ObtenerVertice Reducido
e Pasos 4-6 O(1)

e Paso 7, O(a;) es la complejidad asociada a invocar el Algoritmo 9:

ExpandirV ertice Reducido

Analisis del algoritmo 11: ObtenerVertice Reducido

= Pasos 1-6 O(n,,), siendo n,, = |V, | la cantidad de vértices del grafo reducido.

e Pasos 2-4 Estructura condicional donde todas las operaciones tienen complejidad

lineal O(1).

La complejidad temporal de este algoritmo es O(n,,.).

Como se puede apreciar, la complejidad de los algoritmos 11 y 9 es lineal cualquiera sea el
tamafio de la instancia. Por otra parte, en la presente investigacion se recomienda realizar hasta
10 reducciones, de esta forma, la cantidad de iteraciones del ciclo presente en el algoritmo seria
ne = 10, por lo que el tiempo de ejecucion del Algoritmo 10 seria lineal y se puede acotar con
O(ne) = max(O(ny,), O(a;)).

En la medida que se incrementa la cantidad de vértices del grafo original, la cantidad de vértices
del grafo GG, asociado a un vértice reducido se incrementa para poder lograr una reduccién de
\/n vértices (n es la cantidad de vértices del grafo original); como se recomienda en la presente
investigacion. Si el grafo es suficientemente grande, la cantidad de vértices de G; serd mayor
que la cantidad de vértices reducidos, pudiéndose definir la complejidad temporal, en este caso,

como O(a;).
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Analisis del algoritmo 12: M Dijkstra

La modificacién introducida consta de una estructura condicional que contiene la iteracidn sobre
una lista de vértices adyacentes y una llamada a la funcién f. Haciendo uso del criterio de
planaridad del grafo asi como del grado del mismo, se puede afirmar que la complejidad de
recorrer la lista de vértices adyacentes es O(1). Por otra parte, la funcién f se calcula durante el
proceso de reduccidn, debido a esto, una llamada a la misma tiene complejidad lineal O(1).

De esta forma, la complejidad temporal del algoritmo modificado es del mismo orden que el
algoritmo original O(n lg(n)). Sin embargo, note que el tamaifio de la instancia, en este caso la
cantidad de vértices del grafo reducido, puede ser sustancialmente menor que el tamafo de la
instancia en el caso del algoritmo de Dijkstra que seria la cantidad de vértices del grafo original.

Siendo mas eficiente la busqueda de caminos 6ptimos en grafos reducidos.
Analisis del algoritmo 13: BuscarCaminoMinimo

» Pasos 1-6 O(n,, * a;), n,, es la cantidad de vértices del grafo reducido.

e Paso 2 O(n,, * a;)

e Paso 4 O(a;), ver andlisis de complejidad del Algoritmo 10: ExpandirE
m Paso 7 O(ny, *1gn,,)
= Paso 8 O(n,,)

Para realizar el paso 2 bastaria con recorrer todos los vértices del grafo reducido y expandirlos
(utilizando el Algoritmo 9), esto se realizaria la cantidad de veces especificadas en el pardmetro
nivel que como se menciond anteriormente se recomienda que su valor maximo sea 10, por lo
que la complejidad de este paso es O(n,, * a;).

La complejidad de este algoritmo estaria dada por O(max(n,, * a;, ny. * 1gn,,)). En un grafo
suficientemente grande, a; > n,,, de donde a; > lgn,,; luego, la complejidad seria O(n., * a;).
La complejidad temporal del algoritmo A*, utilizando una heuristica 6ptima, es O(n), donde n
es el nimero de vértices del grafo sobre el que se realiza el analisis. Por otra parte, la complejidad
temporal del Algoritmo 12 (M Dijkstra) es O(nylgn;), menor que O(n?), donde n; es la
cantidad de vértices del grafo reducido. Por tanto, si en el proceso de reduccion se obtiene un

grafo G, = (V,, E,) a partir de un grafo G = (V, E), tal que n; = |V;|,n = |V|,n; <
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\/n, la complejidad temporal del Algoritmo 12 (M Dijkstra) seria, en teoria, menor que la del
Algoritmo A*.

Generalmente existe una relacion inversa entre eficiencia y exactitud en los algoritmos que
tienen como entrada un volumen elevado de datos. El principal resultado que se muestra es una
mejora de eficiencia en la busqueda de caminos 6ptimos sin afectar la exactitud de la respuesta.
La complejidad espacial de un algoritmo estd estrechamente relacionada con las estructuras de
datos que se utilicen en el mismo. Debido al nivel de abstraccién del modelo propuesto, no se
especifican como parte del mismo detalles de implementacidn; por lo que no se realiza el cdlculo

de la complejidad espacial de los algoritmos propuestos.

2.4. Indicaciones metodoldogicas para la aplicacion del modelo

en Sistemas de Informacion Geoespacial

Para la aplicacién del modelo propuesto en los SIG se enuncian las siguientes indicaciones

metodoldgicas:

Niveles de reduccidn: Los niveles de reduccién no deben ser més de 10, debido a que la
cantidad de reducciones influye en el tiempo de respuesta de la busqueda de camino
optimo. Ademas, se considera que con 10 reducciones se puede garantizar eficiencia en el
andlisis que se desee realizar por grande que sea el grafo. Por otra parte, realizando una
sola reduccién de forma tal que n; < \/n, donde n; es la cantidad de vértices del grafo
reducido y n la cantidad de vértices del grafo original, el Algoritmo 12 (MDijkstra) da
una respuesta eficiente y tiene el mismo orden que el algoritmo A*, ya que el algoritmo

A* puede, en el mejor de los casos, ejecutarse en tiempo lineal O(n).

Particiones: Las particiones que se utilicen deben ser escogidas apropiadamente. En las
mismas, la diferencia entre la cantidad de elementos de cada clase no debe ser
demasiado grande, esto facilitard los andlisis posteriores. Ademads, cuando se definan
varias particiones para realizar mas de una reduccidn, se debe tener en cuenta el cardcter
jerdrquico de las mismas, debido a que en un mapa todo depende de las coordenadas

geograficas (latitud, longitud), es por ello que las particiones deben agrupar de un area
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menor a una mayor.

Escalas del mapa: Una vez definidas las escalas a las que el mapa se presentard al usuario,
se puede asociar a cada escala una particidn. De esta forma el grafo reducido representara
una escala del mapa por cada nivel de reduccion, esto facilita el andlisis a escala sobre el

mapa.

2.5. Conclusiones del capitulo

En el presente capitulo se ha descrito un modelo para la representacion de redes en SIG, como
parte del mismo se han enunciado varias definiciones y se ha realizado el disefio y anélisis de
varios algoritmos. Se propone ademas el uso de grafos reducidos para realizar andlisis de redes
y se parte de las redes representadas en un mapa. En el modelo tiene particular importancia el
algoritmo de reduccién planteado.

Finalmente se concluye lo siguiente:

= El uso de las gramadticas de grafo y la reescritura de grafos permite reducir un grafo sin
que exista pérdida de informacidn.

= El uso de grafos reducidos para realizar biisqueda de caminos &ptimos permite dar
respuestas de forma eficiente cuando las redes son grandes. Ademds facilita la realizacién
de andlisis de redes a diferentes escalas.

= El modelo presentado hace uso de un algoritmo de reduccién de grafos sin pérdida
de informacién para garantizar la reduccién del tiempo de ejecucién de la buisqueda
de caminos 6ptimos. Este enfoque mantiene la exactitud debido a que el algoritmo de
reduccién garantiza que no exista pérdida de informacion. Ademds, se verifico que la
complejidad temporal, utilizando el enfoque tedrico, es la misma que los algoritmos
estudiados.

= El modelo propuesto tiene un elevado nivel de generalidad, ello se evidencia en su posible

uso en distintos tipos de redes presentes en un mapa.
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Validacion de la propuesta



3. VALIDACION DE LA PROPUESTA

N 1969, C.A.R. Hoare expresé "Programacion es una ciencia exacta en la que todas las
Epropiedades de un programa y todas las consecuencias de ejecutarlo en un ambiente
dado, pueden ser determinadas, en principio, a partir del texto mismo del programa a través
de razonamiento inductivo puro"[167]. En este articulo Hoare expuso lo que posteriormente
se conocié como tripleta de Hoare: P{Q}R, lo cual se interpreta de la siguiente forma: si la
precondicién P se cumple luego de la inicializacion del programa () entonces la postcondicién
R se cumplird cuando termine la ejecucién de (). Si no existen precondiciones, la tripleta se
escribe como true{Q} R.

La tripleta de Hoare estd estrechamente relacionada con la demostracion de correccion de
algoritmos. La demostracién se basa en definir para un algoritmo (@) las precondiciones (P)
y postcondiciones (1) y demostrar que la tripleta de Hoare es vélida.

La mayoria de los algoritmos involucran algun tipo de ciclo, cuando se realiza el andlisis de este
tipo de algoritmo, es imprescindible determinar cudles son las invariantes de ciclo.

Basado en lo anterior, la demostracién de correccién de un algoritmo con ciclos se realiza
demostrando que a partir de las precondiciones se cumplen las invariantes de ciclo. Por tltimo,
se verifica que también se cumplen las postcondiciones haciendo uso del resultado anterior.

A continuacion se realiza la demostracion de correccion de los algoritmos de reduccidn de grafos

y de busqueda de caminos 6ptimos en grafos reducidos propuestos en el presente trabajo.
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3.1. Demostracion de correccion del Algoritmo 8:

ReducirGrafo

El algoritmo de reduccion enunciado utiliza varios algoritmos para garantizar la reduccion de
un grafo, por lo que para demostrar la correccién del mismo es necesario demostrar, en primer

lugar, la correccidn de los algoritmos que son invocados.

3.1.1. Demostracion de correccion del Algoritmo 3. Obtener Particion

Precondiciones:

= Sea RF una relaciéon de equivalencia sobre un conjunto V', sin perder generalidad se
asume, por simplicidad para la demostracién, que V' = {0,1,2,..., N — 1}.

» Vn < N, se define:

e Un conjunto /nt, que representa los vértices interiores de la clase de equivalencia

[v], tanto como se conozca en el paso n.

e Un conjunto Pa,, que representa una particion sobre V' tanto como se conozca en el

paso n.
Invariantes de ciclo:
= Vn < N (invariantes del ciclo interior del algoritmo):

1. Vn < N,3Jv € V, tal que Vu; € V,[(Si (v,v;) € RE A v; es un vértice interior) —
v; € Int,]. Si el vértice v; pertenece a la clase de equivalencia del vértice v y

ademas es interior, entonces v; pertenece al conjunto de los vértices interiores de v.

2. ¥Yn < N, Jv € V, tal que Vv; € V,[(Si (v,v;) € RE A v; es un vértice exterior) —
{vi} € Pa,). Si el vértice v; pertenece a la clase de equivalencia del vértice v y es

exterior, entonces {v;} es una clase de la particién Pa.

= Vn < N (invariante del ciclo exterior del algoritmo):
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3. Yv eV, Int, # ¢ — Int,, € Pa,.Elconjunto de los vértices interiores asociados
a un vértice v forma una clase de equivalencia en Pa. Note que en el paso n del ciclo

exterior ya se calculé completamente el conjunto /nt,.

4. Vn < N, ﬂii‘i”‘A,» = ¢, A; € Pa,. La interseccion de los elementos de Pa es igual

ao.

Ademas de las invariantes mencionadas anteriormente, se debe cumplir lo siguiente al finalizar

la ejecucidn del algoritmo:
n V= ULZ‘{'Ai, A; € Pa. Launidn de los elementos de Pa es igual al conjunto V.

Dada la sencillez de un algoritmo para determinar cudndo un vértice es interior o exterior (ver
Definicién 2.2.1.1) se asume que el mismo existe, es correcto y que se cumple el siguiente
teorema:

Sean:

G = (V, E) un grafo.

RE unarelacién de equivalencia que define una particion P = V/RE = (Ay, Ag, ..., As)
sobre el conjunto V.

Jv; € A;, A; € P.

Jv; € Aj,A; € P.

TEOREMA 3.1.1 ((v;,v;) € E) — [((vi, vj son vértices interiores)\(v;,v;) € RE) V ((v; es

interior, v; es exterior) N\ (v;,v;) € RE) V ((v;, vj son vértices exteriores) N (v;,v;) ¢ RE)]

LEMA 3.1.1 Vn < N, Jv € V, tal que Yv; € V,[(Si (v,v;) € RE Av; es un vértice interior) —

v; € Int,,].

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)
Caso base n = 0, Int,, = {}

Paran =k + 1:

Caso 1: v; es interior A(v,v;) € RE

Int,,  , = Int, U{v;} . v; € Int

Vk+1 Vk+1
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Caso 2: v; es exterior A(v,v;) € RE
Payy1 = Pay U {v;},

Int,, ., = Int,, porlo quev; ¢ Int

Vk+1

Caso 3: =(v,v;) € RE:

Vk+1

No se hace nada, por lo que v; ¢ Int O

Vk+1

LEMA 3.1.2 Vn < N, Jv € V, tal que Yv; € V,[(Si (v,v;) € RE Av; es un vértice exterior) —
{vi} € Pa,].

La demostracion de este lema es similar a la del lema anterior.
LEMA 3.1.3 Vn < N,Yv € V, (Int, # ¢ — Int,, € Pa,).

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)
Caso base n = 0, Pag = {}

Paran =k +1

Caso 1: Si Int, # ¢

Payy1 = Pai U Int,, . Int, € Payq
Caso 2: Si Int, = ¢

Pay1 = Pay, O
LEMA 3.14 Vn < N, A, = ¢, A; € Pa,

DEMOSTRACION:

Para demostrar este lema bastarfa con demostrar que siv € A; y v € A;j tal que A;, A; € Pa,
entonces A; = A;. Note que Pa se define en el algoritmo como un conjunto, por lo que no
puede tener elementos repetidos.

La cardinalidad de las clases de Pa puede ser uno o mayor que uno. En el primer caso la
demostracion es trivial.

Segundo caso:

Siv € A; se cumple que todos los vértices interiores relacionados con v por la relacién de

equivalencia RE también pertenecen a A;

63



Validacion de la propuesta

Siv € A, se cumple que todos los vértices interiores relacionados con v por la relacién de
equivalencia RF también pertenecen a A;

AZ = Aj O
LEMA 3.1.5 Después de la ejecucion del Algoritmo 3 se cumple que V = ULZ?'A“ A; € Pa.

DEMOSTRACION:

Note que a partir del Algoritmo 3 se deduce lo siguiente: Jv ¢ V — v & A;,i = 1..s.

Sea v; € V, se cumple que (v;, v;) € RE, por ser RE una relacion de equivalencia. A partir de
esto se pueden tener dos casos:

Caso 1: v; € Int,,

Int,, € Pa, porel Lema3.1.3

Caso 2: v; ¢ Int,,

v; € Pa, porel Lema 3.1.2 O

TEOREMA 3.1.2 Después de la ejecucion del Algoritmo 3 se cumple que Pa es una particion

sobre V.

La demostracién de este teorema es directa a partir de los lemas 3.1.4 y 3.1.5.

3.1.2. Demostracion de correccion del Algoritmo 4:

ConstruirVertices Reducidos

Precondiciones:

» Sea Pa = {A;, Ay, ..., Ay_1} una particion.

= Sea V)., el conjunto de vértices reducidos, tanto como se conozca en el paso n.
Invariante de ciclo:

1. Vn < N, Sea v, el vértice representativo de la clase de equivalencia A,, A, € Pa,

Uy, €V,

Debido a la simplicidad del algoritmo se asume que el mismo es correcto y por tanto que se

cumplen los siguientes lemas:
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LEMA 3.1.6 Vn < N, Sea v,., el vértice representativo de la clase de equivalencia A,, A, €

Pa, v, €V,,.

LEMA 3.1.7 |V,| = |Pa] = N — 1, o sea, el conjunto de vértices reducidos V,. tiene la misma

cantidad de elementos que la particion Pa.

3.1.3. Demostracion de correccion del Algoritmo 5: Construir Aristas

Precondiciones:

= SeaG = (V, E, f, R) un grafo.
= Sea G, = (V,, E,, f-, R.) un grafo, inicialmente vacio.

s Sea Pa = {A;, Ay, ..., Ay_1} una particién sobre V.
Invariante de ciclo:

1. Yu; € A;, A; € Pa,¥n < N,siJv; € Ay, i # n, tal que (v;,v;) € E, entonces (vy, v;) €
E.,., donde vj y v; son los vértices representativos de las clases de equivalencia A; y A,
respectivamente. Entre cada par de vértices vy, v; del grafo reducido representativos de las
clases A; y A; respectivamente, siendo A; # A;; se adicionan todas las aristas existentes

entre vértices que pertenezcana A; y A;.

LEMA 3.1.8 Vv; € A;, A, € Pa, Vn < N, si Jv; € A,,i # n, tal que (v;,v;) € E, entonces
(vg, vy) € E,,, donde vy, y vy son los vértices representativos de las clases de equivalencia A; y

A, respectivamente.

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)

Casobasen =0, E,, = {}

Paran = k + 1:
Caso 1: 3(v;,v)) € E,v; € Aj v € A, i # ne
E,.. .. = E. U{(vu,v)}, siendo v y v los vértices representativos de las clases A; y A,

respectivamente; .". (v;,v;) € E,
Caso 2: A(vi,v;) € E,v; € Aj,v; € Ay, i # n:
E =F

Tk+1 Tk
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TEOREMA 3.1.3 Un vértice reducido (que representa a un conjunto de vértices interiores)
solo es adyacente a vértices no reducidos (exteriores) que pertenecen a su misma clase de

equivalencia.

DEMOSTRACION:

Vv, € Aj,A; € Pa,Vn < N,si Jv; € A,,i # n, tal que (v;,v;) € E, entonces
(vg,vy) € E,_ , donde vy y v, son los vértices representativos de las clases de equivalencia
A; y A, respectivamente, por el Lema 3.1.8

(3(vi,v;) € E) — [((vi,v; son vértices interiores)A(v;,v;) € RE) V ((v; es interior, v; es
exterior) A (v;,v;) € RE)], por el Teorema 3.1.1

Teniendo en cuenta que A; # A, y v; # v; se puede afirmar que v; y v; no son vértices interiores
relacionados por RE, por lo que se cumple que uno es interior y el otro exterior; ademas se

cumple que (v;,v;) € RE. O

COROLARIO 3.1.3.1 En cada camino Ca = (vy,vs,...,v,) existente en un grafo reducido

G = (V, E, f, R), entre dos vértices reducidos existen al menos dos que no estdn reducidos.

3.1.4. Demostracion de correccion del Algoritmo 6:

Construir Reglas Reescritura

Precondiciones:

» G=(V,E, f,{}), un grafo ponderado reducido.

» G, = (V,, E,, [, R), un grafo reducido a partir de G.

» G; = ({vi},{}), grafo de la parte izquierda de la regla de reescritura R; asociada a la clase
de equivalencia A;, |A;| > 1.

» G; = (V}, Ej, f;, R)), grafo de la parte derecha de la regla de reescritura R; asociada a la

clase de equivalencia A;, |A;| > 1.

Invariantes de ciclo:
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1. Sea v, € V;,¥n > N,Vu, € Vj,k # n,3(vk,vn) € E — [(vg,vn) € E; A
fin (Ui, vk, v) = f(vk, vy, vy,)]]. Esta invariante garantiza la creacion de las aristas del
grafo G;.

2. Sea vy, v, € Vj, si v, es un vértice reducido, Vv, € Vj,k # m,k # n,n #
m, i, (Um, Un, k) = f(Um, vn, vg). El grafo G es un grafo reducido, por lo que para
cada vértice reducido v, se actualiza el valor de la funcién f (v, vy, Vi), Vo, v € V.

3.8ea v; € V;, Yo, € ([v;] — V;) se cumple que (I(vg,v;) € E) —
((vg, fe(vi, v5), fe(vi, vj),v5) € 1yy,). Para todos los vértices interiores (V;), se debe crear
informacién de empotrado que contenga las aristas que inciden en los mismos desde los
vértices exteriores que pertenecen a la misma clase de equivalencia ([v;] — V).

4. Sea v; € Vi, Yy, € (jv;] — V;) se cumple que (3(v;,vx) € E) —
((vk, fe(vk, v5), fe(Vk, V), v) € You). Para todos los vértices interiores (V), se debe crear
informacién de empotrado que contenga las aristas que inciden en los vértices exteriores

de la misma clase de equivalencia ([v;] — V;) y salen de los vértices del grafo G.

LEMA 3.1.9 Sea v,, € V;,¥n > N,VYv, € V;,m # n,[3(vm,v,) € E = [(Um,v,) € Ej, A
i (O Vs vn) = f (0, U, v

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)

Paran =0, Ey = {}

Paran =k + 1:

Caso 1: (v, vp41) € E

Ery1r = By U{(Vm, vig1) }s fio (Vm, Vs Un) = f (U, U, On).

Caso 2:3(vm, vky1) € F

Erq1 = Ey, U
LEMA 3.1.10 Sea v,,,v, €V}, si v, es un vértice reducido, Vv, € V;, k # m,k # n,n #
m, fie (Vm, Uny k) = f(Vm, Un, Uk).

La demostracién de este lema es trivial, esté referida a las lineas 7-9 del Algoritmo 6.

LEMA 3.1.11 Sea v; € V;, Vv, € {[v;] — V;}, tal que (3(vy, v;) € E), entonces

((Vks f(Vks VR v5)5 f (VR VR, V5),05) € Yiny,)-
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DEMOSTRACION: (Por induccién sobre k)
Caso base k = 0, ¥y, = {}
Para k + 1:

Ving o1 = Ving U {L(Oks1, f (k1 05, 05), f(Vrg1,v5,05),05) } U

LEMA 3.1.12 Sea v; € V,, Vv, € {[v;] — V;)}, tal que (3(vj,vy) € E), entonces
(Vrs fe(vr, v5), fe(Vr, 1), 05) € Your)-

La demostracion de este lema es similar a la del Lema 3.1.11.

En este paso, se procede a verificar que se cumplen las postcondiciones del Algoritmo 8.

TEOREMA 3.14 Sea G, = (V,,E,, f,,R,) un grafo reducido a partir del grafo G =
(V,E, f,R) y la relacion de equivalencia RE, si se aplica la regla de reescritura R,, =
({vi}, 0), (Vi, Ej, £, Rj), Yin, Your), asociada al vértice v € V, sobre el grafo G,, se obtiene
un grafo G, = (V!  E!, fI, R.) y se cumple lo siguiente:

Sea v; € V,, Yoy, € Vj, tal que (v;,vi,) € RE, [(vi,v;) € E — (v, v) € EY).

DEMOSTRACION: Sea (v;,v;) € FE, tal que v;, vy € [v], se tratard de demostrar que (v;, vg) &
E! luego de aplicar la regla R, asociada al vértice reducido v. Note que si existe una arista entre
un vértice de un grafo G; y uno del grafo G, dichos vértices pertenecen a la misma clase de
equivalencia.

Cuando se aplica una regla R, se sustituye el grafo G; = ({v;}, {}) por el grafo G, y se conecta
G, con (G — G;) segun se especifica en 1, ¥ Yoyt

Seav; € Vj, Yy, € ([v;] — V;) (note que [vy, € ([v;] — V)] = v € (Vi — {v;})):

w si (I(vg,v;) € E), entonces (vj, f(vg, vk, v;), f(Vk, Uk, v;), V) € i, por el Lema 3.1.11.
 si(3(vj,vx) € E), entonces (vj, f(v;,v;,vk), f(vj,0;, V%), V) € Yout, por el Lema 3.1.12.

lo cual es una contradiccion. O

COROLARIO 3.14.1 Sea G, = (V,, E,, f,, R.) un grafo reducido a partir del grafo G =
(V,E, f,R) y la relacion de equivalencia RE, si se aplica el conjunto de reglas de reescritura
R,, asociadas a los vértices reducidos del grafo G,, se obtiene el grafo G = (V,E, f,R) a

partir del cual se redujo G,.
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3.2. Demostracion de correccion del Algoritmo 12: M Dijkstra

Las precondiciones que se deben cumplir para demostrar la correccion del algoritmo se expresan

a través de las siguientes definiciones y notaciones:

» G = (V,E, f.) un grafo ponderado. Sin perder generalidad se asume, por simplicidad
para la demostracion, que V' = {0,1,..., M — 1}.

= G, = (V.,E,, f,R) un grafo reducido a partir de G y la relacion de equivalencia
RE. Sin perder generalidad se asume, por simplicidad para la demostracién, que V, =
{0,1,...., N —1}.

= En cada camino existente en un grafo reducido, entre dos vértices reducidos existen al
menos dos que no estan reducidos (por el Teorema 3.1.3.1).

= Vn < N, en la ejecucion del Algoritmo 12 (M Dijkstra) se define:

e w, es el vértice seleccionado en la iteracion n.

e Un conjunto C,, C V, tal que a C,, pertenecen los nodos visitados hasta la iteracién
n. Co = {v,}, Crni1 = Cp | J{wn}.

e Una funcién D,, : V, — R*[J{0,00}. Do(v,) = 0, Dpy1(v) = Min(D,(w,) +
fe(wn,v), Dy (v)) = Min(Dy (P, (wy)) + f(Pn(wy), wy,v), Dy (v)) que representa
la distancia minima desde v, hasta cada vértice v € V,. tanto como se conozca en la
iteracion n.

e Una funcién P, : V. — V,, la cual devuelve para cada vértice, el predecesor en el

camino 6ptimo desde v, hasta vy, tanto como se conozca en la iteracién n. Py(v,) =
w, st Dy(v) > Dy(wy) + fo(wn,v)
Vo, Pn—i-l(U) =
P,(v) en otro caso

= Vm < M, en la ejecucion del algoritmo de Dijkstra (ver Anexo C) se define:

e wd,, es el vértice seleccionado en la iteraciéon m.

e Un conjunto Cd,, C V tal que a Cd,, pertenecen los nodos visitados hasta la

iteracion m. C'dy = {v,}, Cd,iq = Cd,,, J{wd,, }.
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e Una funcién d,,, : V. — RT(J{0,00}. do(v,) = 0, dypy1(v) = Min(d,,(wd,,) +
fe(wd,,,v),d,(v)) que representa la distancia minima desde v, hasta cualquier
vértice v € V' tanto como se conozca en la iteracion m.

e Una funcién Pd,, : V — V, la cual devuelve para cada vértice, el predecesor
en el camino 6ptimo desde v, hasta vy, tanto como se conozca en la iteraciéon m.

Wy St Dey(v) > Doy (wi) + fe(wn, v)

Pdy(vy) = vy, Pdpi1(v) =
Pd,,(v) en otro caso

Para realizar la demostracion de correccion es necesario demostrar que se cumplen las siguientes

invariantes de ciclo presentes en el algoritmo:

Vn < N se cumple:

1.

w, ¢ C, NYv € V(D,(v) < Dp(w,) — v € C,). El vértice w seleccionado en la
iteracion n no ha sido visitado, ademas si la distancia hasta un vértice v € V es menor
que la distancia hasta w, entonces el vértice v ya se visito.

|Cy| = n + 1. En la iteracion n se han visitado n + 1 vértices.

D, (v,) = 0A P,(v,) = v,. La distancia desde el vértice de origen hasta él mismo es 0 en

cualquier iteracion y el predecesor de dicho vértice es el propio vértice de origen.

. v # v, = P,(v) # v. Para todos los vértices distintos del vértice de origen, el predecesor

es distinto del propio vértice.

P,(v) € C,. El predecesor de un vértice v € V' estd visitado.

D, (v) = D, (P,(Pn(v))) + f(Pu(P,(v)), Py(v),v). La distancia hasta un vértice v € V
depende de la distancia hasta sus predecesores en el camino éptimo.

Si P,(v) no es un vértice reducido y P,(v) € C,, entonces D, (v) = D,(P,(v)) +
f(Pn(v), Py(v),v). Si el predecesor de un vértice v en la iteracién n no estd reducido y
estd visitado, la distancia hasta v, en este paso, es igual a la distancia hasta su predecesor

mas la distancia desde su predecesor hasta el propio vértice v.

. Yv € Cy, Dyy1(v) = D, (v). Para los vértices visitados en la iteracion n, la distancia en

ese paso serd igual a la distancia hasta dichos vértices en la iteracién n + 1.

. Vvi,vj € ‘/;'[’Uj € Cn—i—l — Dn—i—l(vi) < Dn+1(Pn(Uj)) + f(Pn<Uj),Uj,’Ui)]. La distancia

hasta cualquier vértice v; € V' es menor o igual que la distancia hasta un vértice visitado

v € (), mas el costo de ir desde el vértice visitado hasta el vértice v;.

70



Validacion de la propuesta

LEMA 3.2.1 En la iteracion n se cumple lo siguiente: w,, ¢ C,, AVv € V (D, (v) < D, (w,) —
veC,)

DEMOSTRACION: w,, € V\C,, ademds se cuample que D, [w,] es 6ptimo, o sea, o € V\C, tal
que D, [v] < D,[w,] por definicién. Luego, si 3v € V tal que D, [v] < D, [w,], el vértice v tuvo
que ser escogido como el de menor distancia en una iteracién k£ < n, de donde v = wy, € C),

por definicién de C,. O
LEMA 3.2.2 Vn < N se cumple que |C,,| =n + 1

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)

A partir de la definicion del algoritmo, en cada paso se visita un vértice, antes de entrar en la
primera iteracion se visita el vértice de origen v,, por lo que en el caso base se tiene Cy = {v,},
de donde |Cy| = 1, suponiendo que para n = k se cumple, en la iteracién k + 1 se tendria que
Ciy1 = Crx J{v}, siendo v el vértice visitado en el paso k+1, por tanto |Cy 1| = |Ci|+|{v}| =
k+2. O

LEMA 3.2.3 Vn < N, se cumple que D,,(v,) = 0 A P,(v,) = v,

DEMOSTRACION: Inicialmente se visita el vértice v, y se actualiza D,,(v,) = 0, lo que quiere
decir que la distancia minima desde el vértice de origen v, hasta él mismo es 0, la funcién D,,
tiene su dominio en R ( J{0, oo}, por lo que el menor valor posible que puede alcanzar es 0;
Sea costo = D,,(P,(wy,)) + f(Pu(wy), wy, v), Vw,,v € V se cumple que 0 < 0+ costo, debido
a que la imagen de la funcién f es RT U {0, 00} y el vector D es inicializado a partir de f.
Como nunca se cumple que D,,(v,) > Dy (w,) + f(P,(wy,),w,, v,), nunca se actualiza D,,[v,]

ni P,[v,). O
LEMA 3.2.4 Vn < N, se cumple que v # v, — P,(v) # v

DEMOSTRACION: Inicialmente Vv € V,P(v) = {v,}, por otra parte Yv €
Adyacentes(wy,), Dp(v) > Dyp(Po(wy)) + f(Po(wy), w,,v) — (P(v) = w, AN C, =
Ch—1U{wn}), suponiendo que v = w,, f(v,v,v) = 0 por definicién, luego D, (v) >
D, (P, (wy)) + f(P,(wy,), w,,v) nunca se cumple, por tanto nunca se le asigna a P, (v) el valor

V. O
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LEMA 3.2.5 Vn < N, se cumple que Yv € V, P,(v) € C,

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)

Caso base n = 0, Py(v) = v,, Vo € V'y Cy = {v,}
paran =k + 1:

Pii1(v) € {Py(v), wy }, por definicién de P

Py(v) € C) C Cly1, por hipétesis de induccién

Wi € Ok+1 =CpU {wk} O
LEMA 3.2.6 Vi < N, D,,(v) = Dy (Pa(Pa(v))) + F(Pu(Pa(v)), Pa(v),0)

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)

Caso base n = 0, Vv € V;., Dy = fe(v,, v), por precondiciones

(o, v0,v) = fe(Vo,v0) + fe(vo,v) = fe(v,,v), por definicién de f'y f., sustituyendo f por f.:
Do(v) =0+ f(vo, 05, v)

Dy(v) = Dy(v,) + f(vo, v, v), por Lema 3.2.3

Dy(v) = Do(Py(v,)) + f(Po(v,), v, v), por Lema 3.2.3

Suponiendo que para n = k la proposicién se cumple, para n = k + 1 se tendria lo siguiente:
Seleccionar w1 € V' \ Cy tal que Dy 41 (wy41) sea 6ptimo, Cy 1 = Cy | J{wp41}-

Caso 1: Si Dyy1(v) > Dgy1(Presi(wry1)) + f(Pry1(wii1), weer,v) se hace Dyyq(v) =
Di1(Prr1(wis1)) + f(Prgr(Wrt1), Wiy1, 0) A Prya(v) = wips

Caso 2: Si no se cumple el caso 1, Dy 1(v) = Dg(v), Pry1(v) = Pi(v), sustituyendo Dy (v)
segun la hipétesis se tiene que:

Di11(v) = Di(Py(Pr(v))) 4+ f(Pe(Py(v)), Pe(v),v), sustituyendo Py(v) por Pyy1(v)

Di11(v) = Di(Pera (Peta (v))) + f(Prs1(Pis1(v), Pea(v),v). O

LEMA 3.2.7 Vn < N, se cumple que, si P, (v) no es reducido y P, (v) € C,, entonces D, (v) =
Dy (P (v)) 4+ f(Pa(v), Pu(v),v)

La demostracion de este lema es similar a la del Lema 3.2.6.
LEMA 3.2.8 Yv € C,, D,,11(v) = D, (v)
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DEMOSTRACION: Seav € Cp,,w, € V' \ C,

wy € Cp41 por definicion.

Dy (v
D,,(v) < Dy(wy) + fo(wn,v) = Dp(Py(wy,)) + f(Pn(wy), w,, v), aplicando la definicién de

D,,(w,), de otra forma el vértice w,, hubiera sido visitado antes que el vértice v

) <
)

D,,+1(v), se obtiene que:
(v) =

Dy (v). 0

n+1 v
LEMA 3.2.9 Vn < N, V’Uz‘,l}j[’l)j - Cn—l—l — Dn—&-l(”i) S Dn+1(Pn(Uj)) + f(Pn(?)j), vy, Uz)]

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)

Caso base n = 0,

Co = {vo}, Do(v,) = 0, por definicién, note que el tinico vértice que pertenece a Cy es v,.
P,(v,) = v, por Lema 3.2.3.

Yo € V, f(Vo, Vo, v) = f(Pn(vs),v0,v) > 0, por definicién de f, por tanto

Dy(v) <0+ f(Po(v,),v0,0)

Do(v) < Do(Pa(va)) + F(Pa(vs), v )

Paran =k + 1:

Caso 1: vj € Cy,

Di11(v;) < Dyg(v;) por definicién

Dyy1(vi) < Dy(Py(v;)) + f(Pr(vj), v, v;) por hipétesis de induccion

Dyy1(v;) < Diy1(Pr(vy)) + f(Pe(v;), v, v;) por el Lema 3.2.8

Caso 2: v; = wy,.

Dyy1(v;) < Di(Pre(wy)) + f(Pr(wg), wg, v;), por definiciéon

Dyy1(vi) < Diyyr (Pe(wy)) + f(Pr(wg), wg, v;), por el Lema 3.2.8, sustituyendo w,, por v;:
Dir1(vi) < Dy (Pe(v5)) + f(Bi(v;), vj, vi) O

Segtin el Lema 3.2.6, Dy_1(v) tiene la distancia minima hasta el vértice v partiendo del vértice
U,, para demostrar la correccién del Algoritmo 12 (M Dijkstra) bastaria con demostrar que
para cualquier camino C'a = (v,, vy, Vs, ..., v4) con su vector de distancia Dc y su vector de

predecesores Pc, se cumple que Vo € V, Dy_1(v) < Dey_1(v), siendo v un vértice sin reducir.
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TEOREMA 3.2.1 Vn € {1,2,.., N—1}|Ca(0) =0 — Vm < n+1(Ca(m) < N) = ¥Ym < n+
1[De(Ca(m)) + f.(Ca(m),Ca(m+1)) = De(Ca(m+1))] = Dy_1(Ca(n)) < De(Ca(n))]

DEMOSTRACION: (Por induccién sobre n)

Caso base n = 0, directo por el Lema 3.2.3

Paran =k + 1:

Por el Lema 3.2.2 en el paso N — 1 todos los vértices se han visitado.

Dn_1(Ca(k +1)) < Dy_1(Ca(k — 1)) + f(Ca(k — 1), Ca(k), Ca(k + 1)) por Lema 3.2.9
Dy_1(C(k+1)) < De(Ca(k—1))+ f(Ca(k—1),Ca(k), Ca(k+1)) por hipétesis de induccién
véase que Ca(k) = Peyi1(Ca(k+1))y Ca(k—1) = Pey_1(Pen_1(Ca(k+1))), sustituyendo:
Dy_1(Ca(k + 1)) < Dc(Pey—1(Pey—1(Ca(k + 1)) + f(Pen-1(Pen-1(Cal(k +
1)), Pey—1(Ca(k + 1)), Ca(k + 1)), luego

Dy_1(Ca(k+1)) < De(Ca(k + 1)), por el Lema 3.2.6. O

Realizando un razonamiento similar se puede demostrar la correccion del algoritmo de Dijkstra
debido a que el mismo cumple con las mismas invariantes sustituyendo la funcién f por la
funcién f,. (la funciéon de costo de la Definicién 1.1.3.9 de grafo ponderado). Por lo que se
asume para la siguiente demostracién que el algoritmo Dijkstra es correcto y cumple con las
invariantes definidas para el Algoritmo 12 (M Dijkstra).

Con lo anterior queda demostrado que el Algoritmo 12 retorna el camino 6ptimo en el grafo
reducido, ahora resta demostrar que el costo del camino 6ptimo obtenido por este algoritmo es
el mismo que el que se obtiene en el grafo original (sin reducir) con el algoritmo de Dijkstra.

Sean:

» G=(V,E, f.) un grafo.
» G, = (V,, E,, f) un grafo reducido obtenido a partir del grafo G.

TEOREMA 3.2.2 Sea Ca = (vy, ..., v,) un camino de costo c, obtenido al aplicar el algoritmo
Dijkstra sobre el grafo G, donde vy y v,, son vértices no reducidos en el grafo G,, entonces

ACd" = (uy,us, ..., u;) de costo ¢, uy = vi,uy = vy, tal que Ca’ es un camino dptimo en G,.

DEMOSTRACION: A partir de C'a se puede construir un camino C'a’ de costo ¢ sobre el grafo

G, como sigue:
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= Sustituir cada sub-camino v;, v;41, - . . , Vi1, POT UN CAMINO V;, Vg, Vi1, donde:

o v €[v],j=1.m.
® V;, Vi1, SON Vértices exteriores. Los otros vértices son interiores.

e v, es un vértice reducido en el grafo (G, que representa la clase A;, tal que

Vitls - - -5 Vigm—1 € A

El costo del camino v;, vy, v; 1., €s igual al costo del camino v;, v; 11, . . ., Vj1m, por la definicién
de la funcién f. Luego, los caminos C'a y C'a’ tienen el mismo costo.
Suponga que 3Cb" = (uq,ug, ..., u,) de costo ¢; < cen el grafo G, donde u; € V,,i = 1..p.

Entonces se puede obtener un camino C'b de costo ¢; sobre el grafo G como sigue:

= Sustituir cada sub-camino u;_1, U;, %;+1 POr UN CAMINO Uj—1, Uj, Uji1, Wjtm, - - - , Uiyl d€

costo ¢z donde:

® u;_1,u;41 son vértices no reducidos.

o uj € A;,j = 0..m, siendo u; el vértice representativo de la clase A;.

® C3 = f(uz'—17uz'>uz'+1)-

Finalmente, los caminos C'b 'y C'b' tienen el mismo costo (¢;), esto es una contradiccién porque
se partié de que el camino C'a de costo ¢ es un camino 6ptimo. Luego, no existe un camino que

tenga un menor costo que Ca. O

COROLARIO 3.2.2.1 Sea Ca = (vy,...,v,) un camino obtenido aplicando el algoritmo de
Dijkstra en el grafo G, ¥i € {1,2,...,n} tal que Cali| es un vértice no reducido en G,, se
cumple que Dy_1(Cali]) = dp—1(Cali))

En el teorema 3.2.2 se demuestra que el costo del camino éptimo entre un vértice v; y un vértice
v;j (v; y v; son vértices no reducidos en G,) obtenido al aplicar el Algoritmo 12 (M Dijkstra)
sobre (7, es igual al costo del camino 6ptimo obtenido luego de ejecutar el algoritmo de Dijkstra
en el grafo original (sin reducir) para el mismo par de vértices. El hecho de que el vértice de
origen y destino tienen que ser vértices no reducidos podria suponer una limitante (en cuanto a
la cantidad de vértices hasta los que se puede calcular el camino 6ptimo) si no se contara con un

mecanismo que permita, para cualquier vértice v, obtener un grafo reducido G, a partir de G,

75



Validacion de la propuesta

que contenga al vértice v como vértice no reducido. Esto se puede lograr aplicando una o varias

expansiones al vértice reducido que contenga al vértice v.

3.3. Aplicacion del modelo propuesto en el SIG Quantum GIS

La realizacion computacional del modelo propuesto se dividi6é en dos partes. En primer lugar
se desarroll6 una biblioteca de clases que implementa los algoritmos propuestos. Luego, se
desarrollé un plugin para el SIG QGIS que brinda la funcionalidad de bisqueda de caminos

Optimos haciendo uso del modelo presentado.

3.3.1. Biblioteca de clases

La biblioteca de clases fue implementada utilizando el lenguaje de programacién Python
(version 2.7.3), la biblioteca NetworkX [168] (version 1.6-2), entre otras bibliotecas auxiliares.

Se implementaron tres clases principales:

= AlgoritmoReduccién
m GrafoReducido
» Utiles

La clase AlgoritmoReduccién es la que implementa la 16gica relacionada con la reduccién de
grafos, la misma hace uso de otras clases implementadas que representan una particion, la
funcién f, las reglas de reescritura, entre otras.

La clase GrafoReducido representa la definicion de grafo reducido que se utiliza en el presente
trabajo (ver Definicién 2.2.2). En la misma se implementan los algoritmos relacionados con la
busqueda de caminos Optimos propuestos en esta investigacion, los cuales son propios de grafos
reducidos. Se utiliz6 como estructura de datos para la implementacion listas de adyacencia.

La clase GrafoReducido hereda de la clase MultiDiGrafo definida en la biblioteca NetworkX,
por lo que en la primera estdn disponibles todas las operaciones definidas en la clase
MultiDiGrafo de la biblioteca antes mencionada.

Por dltimo, la clase Utiles implementa varios métodos que son utilizados por las dos clases
mencionadas anteriormente. Por ejemplo, las relaciones de equivalencia que son entrada del

algoritmo de reduccion.
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3.3.2. BCM: plugin para el analisis de rutas en QGIS

La implementacién computacional del modelo propuesto fue incluida como parte de las
funcionalidades que brinda el SIG QGIS. Este sistema es uno de los mds utilizados en el &mbito
de software libre para el manejo y consulta de datos geogréficos.

Para el desarrollo de este plugin se parti6 del diagrama de componentes de QGIS especificado
en la Figura 3.1. En la Figura 3.2 se muestra la forma en que se integra el plugin desarrollado
con el sistema QGIS. Como se puede apreciar, se hace uso de funcionalidades que se encuentran
en el componente QGIS Canvas, QGIS GUI y QGIS Core; ademads se utiliza la biblioteca para
el trabajo con grafos reducidos (GrafoReducido), desarrollada en el marco de esta investigacion,
asi como una interfaz de usuario (BCM.UI) que permite seleccionar el origen y el destino
para luego realizar la bisqueda de camino Optimo. Finalmente, el componente BCM es el
encargado de comunicar la biblioteca para el trabajo con grafos reducidos y las funcionalidades

implementadas en QGIS con la interfaz de usuario disefiada.

Vi
QGIS ?{aster QGIS \ ‘ector QGIS Core
Providers Providers

GDAL Raster

\_/—\

‘WMS Raster

\_/—\

OGR Vector

\_/—\

GRASS Vector

\_/—\

GPX Vector

\_/—\

Delimited Text

\_/—\

GDAL + OGR

GEOS

PostgreSQL /

PostGIS

Sqlite3

GRASS

QT4

Figura 3.1: Diagrama de componentes de QGIS. Tomado de [169].

El plugin desarrollado se aplicé utilizando un mapa de La Habana, descargado del proyecto
OpenStreetMap. Para la busqueda de caminos 6ptimos sobre este mapa, haciendo uso del
modelo propuesto, se definié una particion en la cual dos puntos estdn relacionados si ambos
estdn dentro del mismo poligono. Los poligonos utilizados fueron creados dividiendo la regién
de La Habana en poligonos que tienen un drea similar.

Una vez creado el grafo a partir de la capa de la red de viales del mapa descargado, se

pudo constatar que dicha capa presentaba problemas de conexién entre las calles (note que
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plugin BCM

-{ BCM | scmwidget
—
| ]

/ BCM.UI
QGIS Core

Y

GrafoReducido

Figura 3.2: Diagrama de integracion del plugin desarrollado con QGIS.

OpenStreetMap es un proyecto libre, donde las personas adicionan datos sin responsabilizarse
por la calidad de los mismos) ya que el grafo generado no era conexo. Debido a esto, se
realizaron las pruebas de busqueda de camino 6ptimo con la componente conexa del grafo
obtenido de mayor tamafio, o sea, de una mayor cantidad de vértices. Esta componente se
corresponde con un grafo de 1413 vértices. Luego de la reduccién, se obtuvo un grafo de 200
vértices.

En la Figura 3.3 se muestran cuatro ejemplos de busqueda de camino 6ptimo con el plugin
desarrollado, haciendo uso del grafo reducido obtenido. Se comprobd que el costo del camino
que se obtuvo coincide con el costo del camino obtenido haciendo uso del algoritmo de Dijkstra.
De forma general, resulta dificil realizar una comparacion del tiempo de respuesta de varios
algoritmos en un sistema que cuenta con interfaz grifica de usuario como es el caso de QGIS. Es
por ello que en este epigrafe se muestran ejemplos de bisqueda de camino 6ptimo obtenidos con
el plugin desarrollado. Sin embargo, se hace necesario realizar una comparacion del tiempo de
ejecucion del algoritmo de buisqueda de camino dptimo propuesto con otros algoritmos, en aras
de corroborar los resultados demostrados teéricamente. Para ello, se realizaron experimentos,

definidos en la préxima seccion.

3.4. Resultados experimentales

Como parte de la validacioén del presente trabajo se propone utilizar el método experimental.
A continuacién se describen los materiales y métodos que se utilizaron y se muestran los

datos resultantes de la realizacién de los experimentos definidos. Por dltimo se realiza una
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Figura 3.3: Ejemplo de busqueda de camino dptimo con el plugin desarrollado para el SIG QGIS.

comparacion entre los algoritmos de Dijkstray A* y el algoritmo de bisqueda de camino 6ptimo

propuesto, en cuanto a la eficiencia y escalabilidad de los mismos.

3.4.1. Materiales y métodos

Para las pruebas experimentales se utilizaron tres grafos. A continuacion se describe la forma en
la que se obtuvieron los mismos.

El primer grafo se obtuvo a partir del mapa del estado Carolina del Norte' y tiene 41810 vértices
(G1). Este grafo fue reducido dos veces (utilizando relaciones de equivalencia basadas en el
c6digo postal) obteniéndose un grafo de 250 vértices (G,1.1) y el otro de 1826 vértices (G.1.2).
El segundo grafo se obtuvo a partir de la red de viales de Nova Scotia? (Canadd) y tiene 63509

vértices (G). Este grafo fue reducido dos veces (utilizando dos particiones de vértices de forma

'Disponible en http://grass.osgeo.org/sampledata/north_carolina/
2Disponible en http://geodepot.statcan.ca/diss/2006dissemination/data/frr_

rnf_e.cfm
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tal que todos los vértices de una clase de la particion estuvieran conectados a través de un
camino) obteniéndose un grafo de 517 vértices ( G,2.1) y otro de 936 vértices (G2.0).

El tercer grafo representa la red de viales de la ciudad de San Francisco®, cuenta con 174956
vértices (G3) y fue reducido dos veces (utilizando dos particiones de vértices de forma tal que
todos los vértices de una clase de la particién estuvieran conectados a través de un camino),
obteniéndose un grafo de 769 vértices ((,3.1) y el otro de 2617 vértices (G,3.2).

A partir de los datos anteriores, se definieron los siguientes elementos presentes en el disefio de

los experimentos:

» Unidad bésica de andlisis: grafos.

= Poblacion: grafos obtenidos a partir de los mapas mencionados anteriormente. La
caracteristica distintiva que tienen todos los miembros de la poblacién es que deben ser
grafos conexos.

= Muestra:
e (51, grafo con 41810 vértices.
e (3,11, grafo reducido a partir del grafo G; con 250 vértices.
e (5,19, grafo reducido a partir del grafo GG; con 1826 vértices.
o (79, grafo con 63509 vértices.
e (3,91, grafo reducido a partir del grafo G5 con 517 vértices.
e (3,99, grafo reducido a partir del grafo G5 con 936 vértices.
e (33, grafo con 174956 vértices.
e (3,31, grafo reducido a partir del grafo GG3 con 769 vértices.

e (3,39, grafo reducido a partir del grafo GG3 con 2617 vértices.

A partir de la muestra seleccionada, se hard referencia a los grafos 1, G2 y G3 como los grafos
originales y a los restantes como los grafos reducidos.

Se considera que no es necesario utilizar una poblacién y muestra mas amplia ya que se demostrd
en los epigrafes anteriores, tedricamente, que los resultados son generalizables a todos los
grafos.

El modelo propuesto fue implementado utilizando el Lenguaje de Programacién Python, la

biblioteca de clases NetworkX [168], entre otras bibliotecas auxiliares. La biblioteca de clases

3Disponible en http://www.cs.fsu.edu/~lifeifei/SpatialDataset.htm
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NetworkX, brinda una implementaciéon de los algoritmos de Dijkstra, A*, entre otros; esto
permitié comparar el tiempo de ejecucion del Algoritmo M Dijkstra con el tiempo de ejecucion
de los dos algoritmos anteriormente mencionados, haciendo uso de la misma tecnologia.

Los experimentos fueron ejecutados en una Computadora Personal (PC) con un procesador
Intel(R) Pentium(R) 4 de 3.20GHz [512 Kb de cache] con 1.5Gb RAM, sobre el sistema
operativo Kubuntu 11.10.

A continuacién se enumeran los experimentos realizados:

Experimento 1: Aplicar los algoritmos de Dijkstra y A* a los grafos originales.

Experimento 2: Aplicar el Algoritmo 12 (M Dijkstra) a los grafos reducidos.

Cada algoritmo se ejecutdé 10 veces, descartindose el mayor y menor valor en cada caso.

Finalmente, se calcul6 el promedio de los restantes 8 valores.

3.4.2. Resultados y discusion

Los resultados de los experimentos 1 y 2 se muestran en la Tabla 3.1, en la cual la dltima columna
indica si el algoritmo en cuestion obtuvo el valor 6ptimo. Adicionalmente, la Tabla 3.2 muestra
la razén entre el tiempo que el algoritmo seleccionado (algoritmo de Dijkstra o el A*) demora
ante una peticion de busqueda de camino 6ptimo en los grafos originales y el tiempo que el
Algoritmo 12 (M Dijkstra) demora en responder a la misma peticién en los grafos reducidos.
Este valor significa la cantidad de veces que los algoritmos de Dijkstra y A* son més lentos que
la propuesta realizada en la presente investigacion.

Adicionalmente, en la Figura 3.4 se aprecia que los tiempos de respuesta del Algoritmo 12
(M D1ijkstra) son menores, en los experimentos realizados, que los tiempos obtenidos por los
algoritmos de Dijkstra y A*.

Varios algoritmos heuristicos se han disefiado para reducir el tiempo de respuesta de la bisqueda
de caminos 6ptimos en SIG reduciendo el espacio de bisqueda de la solucidn, para ello se asume
que un bajo porcentaje de error es admisible en esta area.

Como se puede apreciar en la Tabla 3.1, el algoritmo A* retorna una respuesta en tiempos

menores que el algoritmo de Dijkstra, pero en algunos casos no alcanza el 6ptimo. Sin embargo,
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Tabla 3.1: Tiempo de ejecucion del algoritmo de Dijkstra y A* en los dos grafos

originales (G1,G5) y del Algoritmo 12 (M Dijkstra) en los grafos reducidos.

Grafo Algoritmo CV®  Tiempo (segundos) Optimo
G, Dijkstra 0.6160 si
A* (h=0) 41810 0.4938 st
A* (h=distancia euclidiana) 0.0200 no
Gy11  Algoritmo 12 (M Dijkstra) 250 0.0036 si
Gr12  Algoritmo 12 (M Dijkstra) 1826 0.0265 st
Goy Dijkstra 1.0112 si
A* (h=0) 63509 0.1454 si
A* (h=distancia euclidiana) 0.2846 si
Gro1  Algoritmo 12 (M Dijkstra) — 517 0.0158 st
Grao  Algoritmo 12 (M Dijkstra) 936 0.0338 si
G Dijkstra 3.0249 si
A* (h=0) 174956 2.2108 st
A* (h=Euclidean distance) 0.1011 no
Gr31  Algoritmo 12 (M Dijkstra) 765 0.0193 si
Gr3o  Algoritmo 12 (M Dijkstra) 2617 0.0722 si

@ Cantidad de vértices del grafo.

con el modelo propuesto es posible obtener un camino 6ptimo en un tiempo similar al que
presentan algunos algoritmos heuristicos, e incluso menor, como se muestra en la tabla antes
mencionada. Ademds, el Algoritmo 12 (M Dijkstra) es escalable en la muestra seleccionada, el
tiempo de respuesta varia entre 0.0036 y 0.0722 segundos (una diferencia de 6,86 milisegundos)
para un incremento de 107955 vértices del grafo original.

Se puede afirmar que el modelo propuesto garantiza escalabilidad en la busqueda de caminos
Optimos de manera general, porque dado un grafo conexo se puede encontrar una particiéon que

genere un grafo reducido que tenga una cantidad de vértices Optima (ver epigrafe 2.4) para la
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Tabla 3.2: Razdén entre los tiempos de ejecucion de los algoritmos
de Dijkstra y A* y el Algoritmo 12 (M Dijkstra).

Razo6n
Grafo Algoritmo
Gria Griz2
G, Dijkstra 171.1111  23.2453
A* (h=0) 137.1667 18.6340
A* (h=distancia euclidiana)  5.5556 0.7547
Graa Graz
Go Dijkstra 63.9873 29.9171
A* (h=0) 9.2025  4.3017
A¥* (h=distancia euclidiana) 18.0126  8.4201
Gr3a Gr3a
Gy Dijkstra 156.7306 41.8961
A* (h=0) 114.5492  30.6205

A* (h=distancia euclidiana)  5.2383 1.4003

bisqueda de caminos 6ptimos.

Por otra parte, el algoritmo de biisqueda de caminos 6ptimos propuesto es mds eficiente que los
algoritmos de Dijkstra y A*, como se puede apreciar en la Tabla 3.2.

Adicionalmente, en [170] se presenta una implementacién del modelo propuesto en esta
investigacion, mostrando la viabilidad de implementacién como parte de un motor de
persistencia de grafos que realiza el andlisis en memoria externa. Lo cual seria conveniente
si se cuenta con una PC que no cuenta con recursos de hardware suficientes para realizar el
andlisis en RAM.

En este caso, la implementacion relacionada con andlisis de redes se realiz6 como parte del
propio motor de persistencia, lo cual garantiza eficiencia en cuanto al acceso a los datos. Por
otra parte, la implementacién del modelo realizada es dependiente de Neo4j, pero hace uso de
las facilidades que brinda de acceso a los datos reduciendo el tiempo de carga de los mismos.

Estamos en presencia de un balance entre generalizacion y eficiencia.
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Figura 3.4: Comparacion de tiempos de respuesta de los algoritmos Dijkstra, A* y M Dijkstra.

3.5. Aplicacion de la reduccion de grafos al Método de los

Grafos Dicromaticos

El algoritmo de reduccién de grafos que se presenta en esta investigacion, fue disefiado para
la representacion y andlisis de redes en SIG. Sin embargo, en este epigrafe se muestra que su
valor practico no se limita a ese entorno, sino que puede ser aplicado para resolver otros tipos
de problemas en los que aparece un grafo con determinada complejidad y resulta ttil obtener un
grafo reducido. Tal es el caso del Disefio Racional en Ingenieria Mecénica.

Con el fin de obtener algoritmos para resolver problemas cuya solucién es un conjunto de
magnitudes, es decir, problemas de computo, Martinez Escanaverino comenzé a publicar desde
1997 lo que denomind el Método de los Grafos Dicrométicos (MGD) [171, 172, 173, 174].

Por otra parte, los modelos matemaéticos de ingenieria suelen ser construidos por partes, o sea, al
ir vinculando los diferentes sub-modelos entre si se va componiendo un modelo que describe de
algiin modo la ingenieria de un objeto determinado. La representacion de dicho modelo puede
realizarse de acuerdo al MGD y en ese caso, es posible depurar el grafo obtenido de diferentes
maneras. Una de ellas puede basarse en la decision de cudl parte del modelo es necesario
considerar y cudl no. Por ejemplo, en un caso podria interesar exclusivamente el modelado
riguroso de la geometria de uno solo de los mecanismos de una méquina, sin considerar la
cinemadtica, la dindmica, las tensiones o los costos. El modelo es entonces restringido a una parte

del modelo matematico general, eligiéndose mediante ese criterio cudles ecuaciones y variables
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incluir en este subconjunto.

Otro ejemplo se puede encontrar en el nivel de detalle con que se representa el sistema objeto
de estudio; en este caso, al realizar cdlculos simplificados en algunos momentos del proceso
de disefio de mdaquinas, solo se abarcan los criterios elementales de cdlculo. Ademads, se
suelen asignar valores caracteristicos provisionales a determinadas variables, las cuales quedan
convertidas asi en datos, mientras que otras variables son declaradas a ese nivel como salidas
y de esta forma el modelo resulta simplificado. A esta forma de simplificacion se le nombrara
reduccidn por partes.

La representacion de los modelos matematicos de ingenieria puede generar grafos de gran
complejidad, lo que lleva a la necesidad de acudir a herramientas de reduccién de grafos para su

andlisis y manipulacion.

3.5.1. Breve descripcion del Método de los Grafos Dicromaticos

El MGD representa la estructura de modelos matematicos, situaciones, problemas y algoritmos,
mediante grafos dicromdticos que se van transformando sucesivamente. Ha sido aplicado por
varios autores segtin se puede ver en tesis doctorales [175, 176, 177, 178] y publicaciones [179,
180], en las cuales se demuestra que este significa un paso de avance desde el punto de vista
préctico en la obtencidn directa de algoritmos basados en modelos matematicos.

En la Figura 3.5 se puede apreciar el esquema de ejecuciéon del MGD.

Inicialmente se construye el grafo del modelo, cuyos vértices representan las variables con
un color y las ecuaciones (relaciones) con otro; las aristas simbolizan cudles variables se
encuentran en cada ecuacién. Una vez planteado un problema de computo determinado, se
descartan de dicho grafo las variables de entrada (datos), quedando transformado asi en el
grafo de la situacion. A partir de este, suprimiendo las componentes conexas que no contengan
variables de salida, se obtiene el grafo del problema. Este dltimo grafo es sometido a un
pareo que orienta, hacia su correspondiente variable, a una sola de las aristas conectadas con
cada ecuacion, de modo que el mismo sea un pareo maximo. Asi pasa a obtenerse una nueva
representacion llamada grafo del problema pareado. Posteriormente se obtiene el grafo del

resolvente, asigndndole orientacidn de variable a ecuacion a las aristas que atin no la tienen.
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Para los problemas que no pueden ser

pareado

caracterizados plenamente, a partir de este
grafo del resolvente es necesario obtener un nuevo
grafo llamado problema canodnico (si el problema

tiene un pareo perfecto ya se encuentra en su

forma candnica) y de este se llega al resolvente

Problema
canonico

definitivo. A partir de dicho resolvente (que ya
se encuentra en su forma candnica) se alcanza el
grafo del algoritmo descartando los caminos que
Figura 3.5: Esquema de ejecucion del MGD. no conducen a ninguna de las variables de salida
definidas al plantear el problema. A través de este
método, siguiendo los pasos indicados en el grafo del algoritmo, se puede dar solucién al
problema inicialmente planteado.

Existen herramientas de edicion de grafos que facilitan en cierto grado la aplicacion del MGD;

sin embargo, no se cuenta con un sistema informdtico para aplicar el mismo, lo que limita en

cierta medida su valor practico.

3.5.2. Aplicacion del Algoritmo 8 al Método de los Grafos Dicromaticos

A partir de la descripcion del MGD se puede apreciar que, de forma general, el método consiste
en la ejecucion de varias transformaciones de grafos. Por otra parte, atendiendo a la cantidad
de vértices y aristas del grafo obtenido en cada paso, el MGD se puede ver como una serie de
reducciones de grafos donde cada reduccion descarta informacién que no es necesaria para el
paso siguiente.

En la préctica los ingenieros e investigadores, durante el proceso de disefio, dividen los modelos
matematicos en diferentes sub-modelos. Esto se hace debido a que, en no pocas ocasiones, el
modelo obtenido alcanza dimensiones inmanejables desde el punto de vista practico. Como
ejemplo de lo anterior se pueden citar los trabajos realizados por Llamos [175], en el cual se
divide el modelo en seis sub-modelos; y por Aleman, quien descompone un modelo matemético

matricial en 15 sub-modelos [176]. Es vdlido mencionar que estas divisiones son realizadas
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manualmente, por lo que su aplicacidn no estd generalizada debido a la dificultad que representa
en la practica.

Es posible aplicar el Algoritmo 8 en funcion de facilitar el trabajo de los ingenieros, ya sea en la
aplicaciéon del MGD o en la division de un modelo matemdtico en varios sub-modelos como se

muestra en [181]. Esto traeria consigo los siguientes beneficios:

= A partir de un grafo obtenido mediante un proceso de reduccion con el Algoritmo 8, se
pueden obtener los grafos generados en cualquiera de las etapas anteriores. Esto se debe a
que se garantiza que no haya pérdida de informacion.

= Se puede contribuir a la automatizacién del MGD, considerando que este es un proceso
de reduccién de grafos.

= Se puede facilitar la reduccién por partes o sub-modelos del grafo de un modelo
matematico determinado, proceso comtinmente necesario en el disefio mecédnico.

= Es posible contribuir a la modularidad del algoritmo de resolucién de un determinado
problema obtenido a partir del MGD y a su posterior mantenimiento. Esto se lograria,
identificando partes que estén presentes en el grafo del algoritmo, para generar
componentes de software de acuerdo a las mismas.

= Se pueden efectuar reducciones automatizadas del grafo del modelo o del grafo del
resolvente, atendiendo a criterios semanticos y estructurales del fendmeno que se modela;
en lugar de reducir (o agrupar) solamente segun la estructura del grafo obtenido en algunos

de los pasos del MGD.
Los referidos beneficios serdn ejemplificados a continuacién en dos casos:

1. Descripcion de algunas de las transformaciones que se realizan a partir del grafo del

modelo:

= Descartar vértices que representen variables de entrada (datos).
= [dentificar componentes conexas y descartar las que no tengan variables de salida.

= Descartar caminos que no contengan variables de interés para la solucion.

2. Descripcion de la reduccion segun las partes del fendmeno que se modela.
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El algoritmo de reduccion de grafos que se propone utilizar, recibe como entrada una relacién
de equivalencia para obtener una particion sobre el conjunto de vértices del grafo que se desea
reducir, aunque también pudiera tener como entrada una particion sobre dicho conjunto. Para
definir las transformaciones se asume que un vértice del grafo del problema tiene la siguiente

informacion:

= Tipo_vértice, puede tomar los valores variable y ecuacion.

= Tipo_variable, puede tomar los valores entrada, incognita y salida.

» F's_de_interés, puede tomar los valores si y no.

= Sub_modelo, el valor de esta variable es el nombre del sub-modelo al que pertenece el

vértice.

3.5.2.1. Transformaciones a realizar a partir del grafo del modelo

Sea G = (V, E), el grafo de un modelo definido segin el MGD, se definen tres relaciones de

equivalencia para realizar las transformaciones propuestas:

1. Descartar los vértices que representen variables de entrada: Sea v € V una variable de
entrada y la clase de equivalencia [v] = {u|u es una variable de entrada}, se define la
particién P = ({v; }u,¢, [v])-

2. Identificar las componentes conexas y descartar las que no tengan variables de salida: Dos
vértices u, v € V estdn conectados si y solo si existe un camino que los une. La relacién
de conexién R. definida en V' por R.(u,v) si y solo si u y v estdn conectados, es una
relacion de equivalencia. El sub-grafo de G determinado por una clase de equivalencia de
R. es una componente conexa de G.

3. Descartar los problemas elementales que no sean necesarios para obtener las variables
de salida: Sea la clase de equivalencia [v] = {u|(u,v) € R3}, u,v € R3 siy solo si
I(u,v) € E, u representa una ecuacion y v representa una variable en u que no tiene

vértices adyacentes, se define una particion P = ({v; }y,¢u), [v])-

3.5.2.2. Reduccion por partes

Para realizar este tipo de reduccién se define una relacién de equivalencia Ry = {(u,v)|u,v €

V' A u.Sub_modelo = v.Sub_modelo}, a partir de la igualdad en el atributo Sub_modelo de
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los vértices del grafo. Para realizar este tipo de reduccién, bastaria con invocar el algoritmo
de reduccion de grafos dando como entrada el grafo del modelo y la particién que define la
relacion de equivalencia R,. Advierta que cuando se crea el grafo reducido, las variables que
son comunes a mds de un sub-modelo matemdtico serdn representadas como vértices exteriores
(ver DEFINICION 2.2.1.1), mostrando cdmo se relacionan los sub-modelos de las diferentes

partes del modelo original.

3.5.3. Estudio de caso

A continuacién se muestra una ejecucion del algoritmo de reduccion sobre el grafo del modelo
de unas pinzas de friccion cuyo proceso de disefio se describe en [180]. En la Figura 3.6 se
muestra el grafo del modelo del ejemplo seleccionado. A partir del mismo se realizard una

reduccidn por partes, teniendo en cuenta los sub-modelos que componen el modelo completo.

.

Figura 3.6: Grafo del modelo. Tomado de [180].

En la Figura 3.7 se muestra el primer paso de la reduccién. En el mismo se agruparon todas las
ecuaciones correspondientes al sub-modelo “Parametros del modelo geométrico™ y las variables
de este sub-modelo que no tienen influencia en otros. Las variables que son comunes a varios
sub-modelos se dejan sin agrupar, para que graficamente se pueda observar como se relacionan

los diferentes sub-modelos.
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Figura 3.7: Grafo reducido por Modelo Geomeétrico.

Luego de este paso, se procede a agrupar las ecuaciones y variables que pertenecen solo
a los sub-modelos “Cargas y reacciones”, “Masas”, “Resistencia Mecanica”, “Operaciones
tecnoldgicas”, “Costo aproximado de produccién” y “Tiempo de fabricacién”. Posteriormente,
se agrupan las variables que son comunes a dos sub-modelos. Las variables comunes a mas de
dos sub-modelos no se agrupan, ya que en la mayoria de los casos existe una sola variable comiin
a cada trio posible de sub-modelos. Sin embargo, en caso de existir mds de dos sub-modelos
que tengan varias variables en comin, se puede seguir un procedimiento similar al caso de las
variables comunes a dos sub-modelos.

Al finalizar este proceso se obtiene el grafo de la Figura 3.8. En el mismo se han representado
con rectangulos los vértices reducidos que corresponden a un sub-modelo, con elipses de fondo
gris los vértices reducidos que contienen grupos de variables que relacionan exactamente dos
sub-modelos (especificados en la etiqueta del vértice) y con elipses de fondo blanco los vértices
no reducidos que representan el resto de las variables del modelo. Como se puede apreciar, se
mantiene la condicién de que el modelo matematico estd representado con un grafo dicromético,
lo que le permite al ingeniero una mejor interpretacion de dicho modelo.

Un aspecto importante a recalcar es que el proceso aqui presentado es reversible. Esto se sostiene
a partir de que el algoritmo de reduccién de grafos no tiene pérdida de informacién y ademads
propone un mecanismo que permite que, dado un grafo reducido (con el algoritmo en cuestién),

se puede obtener cualquiera de los grafos generados durante el proceso de obtencién del mismo,
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Figura 3.8: Grafo reducido teniendo en cuenta todos los sub-modelos.

incluyendo el grafo original (en este caso el grafo del modelo).

3.6. Conclusiones del capitulo

Luego del trabajo realizado se arribd a las siguientes conclusiones:

= Haciendo uso de grafos reducidos se puede reducir considerablemente el tiempo de
respuesta en la busqueda de caminos 6ptimos.

= Realizar la busqueda de caminos 6ptimos sobre un grafo reducido garantiza escalabilidad
respecto al tamaifio del grafo sobre el que se realiza el andlisis.

= Labisqueda de caminos 6ptimos en un grafo reducido con el algoritmo propuesto permite
obtener un camino 6ptimo de igual costo al obtenido en una biisqueda realizada en el grafo
sin reducir.

= A través de un algoritmo de reduccién de grafos es posible formalizar el proceso de
reduccién de un grafo que representa un modelo matemaético, especificamente el obtenido
a partir de la aplicacion del MGD.

s El andlisis de un modelo matematico, resultante del disefio mecanico, se ha realizado en

la practica dividiendo el mismo en sub-modelos. La propuesta realizada en la presente
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investigacién contribuye a la automatizaciéon del proceso que realizan los ingenieros de
manera natural y empirica, facilitando el anélisis del modelo completo.
= A partir de los resultados obtenidos se justifica el estudio de la aplicacion de la reduccién

de grafos como mecanismo de reduccion de modelos matemaéticos.
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CONCLUSIONES

Como resultado de la presente investigacion se obtuvo un modelo para la representacion
y andlisis de redes en SIG basado en grafos reducidos, el mismo garantiza eficiencia y
escalabilidad en la busqueda de caminos 6ptimos cuando las redes son grandes. En base a los

resultados obtenidos se arrib6 a las siguientes conclusiones:

1. El algoritmo de reduccién de grafos disefiado como parte de esta investigacion garantiza
que no se pierde informacion en el proceso de reduccion. Ademds, se demostré que un
grafo reducido se puede utilizar para resolver el problema de la biisqueda de caminos
Optimos.

2. Con las demostraciones de correccion realizadas se garantiza que el Algoritmo 12
(M Dijkstra), en grafos reducidos, obtiene caminos de igual costo a los obtenidos por
el algoritmo de Dijkstra en los grafos sin reducir.

3. Haciendo uso de grafos reducidos se puede disminuir considerablemente el tiempo de
respuesta en la biisqueda de caminos 6ptimos, garantizando asi la eficiencia; lo cual queda
evidenciado en los resultados experimentales obtenidos. Ademads, con la reduccién, se
garantiza escalabilidad respecto al tamaio del grafo sobre el que se realiza el andlisis.

4. El uso de grafos reducidos facilita la realizaciéon de andlisis de redes a diferentes escalas.
Este tipo de andlisis es utilizado en los SIG y de forma general en el proceso de toma de
decisiones.

5. Es factible la aplicacién del modelo propuesto en los SIG.

6. La generalidad del modelo propuesto radica en la posibilidad de su aplicacién en distintos
tipos de redes presentes en un mapa, asi como en el Disefio Racional en Ingenieria

Mecanica.
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RECOMENDACIONES

Existen diversas formas de representar las redes existentes en un SIG, asi como varios algoritmos
para realizar andlisis sobre las mismas; es por ello que el presente trabajo no agota este campo

de investigacion, por lo que se recomienda lo siguiente:

1. Utilizar heuristicas con informaciéon de la red (topologia, trdfico, GPS, histérico de
peticiones de cdlculo de caminos 6ptimos, etc.) para la construccion de la particién que
constituye la entrada del algoritmo de reduccion.

2. Definir un mecanismo de almacenamiento persistente de grafos (y de grafos reducidos),
especifico para el andlisis de redes.

3. Modificar otros algoritmos de andlisis de redes para ser aplicados a grafos reducidos.

4. A partir del modelo propuesto, disefiar estructuras de datos que reduzcan la complejidad

espacial de los algoritmos propuestos.
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A. TIPO DE DATO ABSTRACTO MULTIDIGRAFO

El TDA MultiDiGrafo, implementado en la biblioteca de clases NetworkX, representa un grafo

dirigido acorde a la definicion utilizada en este trabajo.

TDA MultiDiGrafo
Operaciones:
AdicionarVertice (v[, diccionario_de_atributos])
AdicionarArista(u, v[, llave, diccionario_de_atributos])
AdicionarArista(arista) {arista es una tupla de la forma
(u, v[, llave, diccionario_de_atributos])}
EliminarVertice (v)
EliminarArista(u, v[, llave])
ExisteVertice (v)
ExisteArista(u, v[, llavel)
Adyacentes (v) {Retorna la lista de adyacentes al vértice v}
Vertices () {Retorna la lista de vértices del grafo}

Aristas () {Retorna la lista de aristas del grafo}

122



B. T1PO DE DATO ABSTRACTO GRAFOREDUCIDO

El TDA GrafoReducido representa un grafo acorde a la Definicién 2.2.2 enunciada en este

trabajo.

TDA GrafoReducido: MultiDiGrafo
Operaciones:

ObtenerGrafoNivel (nivel) {Retorna un grafo con el nivel de
reduccién especificado}

ExpandirE (v) {Expande vértices reducidos hasta que v

pertenezca al grafo}

Expandir (v) {Expande el vértice reducido v}

ObtenerVerticeReducido(v) {Retorna el vértice reducido
relacionado con v}

MDijkstra (u, v)

Camino (u,v,Pr) {Retorna el camino desde u hasta v

utilizando el vector de predecesores Pr}

f(u,v,w) {Retorna el costo de ir de u a w pasando por v}
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C. ALGORITMO DE DIJKSTRA

Algoritmo 14 AlgoritmoDijkstra
Entrada: Un grafo ponderado G = (V, E, f) y un vértice de origen vorigen

Salida: Vector D,, de distancias minimas, vector P de predecesores

1: Cn ={}

2: cola = ColaPrioridad() {Almacena tuplas de la forma (Llave,Valor)}
3: Paratodo v € V' hacer
4: D [v] = fe(Vorigen, v)s Pn[v] = Vorigen
5: Adicionar(cola, Dy [v], v)
6: Fin Para
7: Mientras !Vacia(cola) hacer
8: wy, = Extraer(cola)
9: Cpn = Cpn U {wy} {Actualizar vértices visitados}
10: Para todo v € Adyacentes(wy) hacer
11: Si Dy, [v] > Dnlwn] + fe(wn,v) entonces
12: Dn[v] = Dplwn] + fe(wn,v), Pnlv] = wn
13: Decrementar Llave(cola, Dy, [v],v) {Si Dy [v] es menor, modificar valor}
14: Fin Si

15: Fin Para
16: Fin Mientras

Complejidad temporal
Sea G = (V, E) un grafo y:

= m = |E| la cantidad de aristas

» n = |V lacantidad de vértices

La complejidad temporal de este algoritmo estd muy asociada a la implementacion de cola con

prioridad que se utilice. En la tabla C.1 se muestra una comparacion de la complejidad temporal
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Anexo A: Algoritmo de Dijkstra

de las implementaciones de un heap binario y un heap de Fibonacci.

Tabla C.1: Complejidad  temporal de  dos

implementaciones de un Heap. Tomado de [116].

Operaciones  Heap binario Heap de Fibonacci

Make-Heap O(1) O(1)
Insert O(lg(n)) O(1)
Minimum O(1) O(1)
Extract-Min O(lg(n)) O(lg(n))
Union O(n) O(1)
Decrease-Key  O(lg(n)) O(1)
Delete O(lg(n)) O(lg(n))

Suponiendo que se utiliza implementacion con un heap binario, la instruccién w, =
cola.extraer() (paso 8) tiene complejidad O(lg(n)); la misma se realiza, a lo sumo, una vez
por cada vértice del grafo (n veces). La instruccion DecrementarLlave(cola, Dy, [v],v) (paso
13) tiene complejidad O(1g(n)); la misma se realiza, a lo sumo, una vez por cada arista del grafo
(m veces) dado que un vértice se visita solo una vez durante la ejecucion del algoritmo.

De esta forma, la complejidad temporal del algoritmo estd dada por O(m lg(n)+mnlg(n)), por lo
que la complejidad final es O(m1g(n)), siempre que la cantidad de vértices del grafo sea menor
que la cantidad de aristas.

Si se utiliza la implementacion de cola con prioridad con un heap de Fibonacci, la complejidad
del algoritmo es O(nlg(n)). Esta implementacion es mas eficiente, a pesar de tener el mismo
orden que en el caso anterior, teniendo en cuenta la cantidad de operaciones que realiza. Por
ejemplo, la instruccion Decrementar Llave(cola, Dy[v],v), con un heap de Fibonacci, tiene
complejidad O(1).

De acuerdo a lo anterior, se propone que en la implementacién del algoritmo M Dijkstra se

utilice el TDA cola con prioridad, haciendo uso del heap de Fibonacci.
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